Analisis Matematico II, LCFM. Segundo examen parcial. Variante «.

Funciones medibles, varios modos de convergencia y su comparacion, aproximacion de funciones me-
dibles por funciones simples, definicion de la integral de Lebesgue para funciones positivas, reales y
complejas, teorema de la convergencia mondotona y sus corolarios, lema de Fatou, teorema de la con-
vergencia dominada de Lebesgue.

Nombre:

El examen dura 80 minutos.

Problema 1. 25%.

Sucesion de funciones simples positivas que crece puntualmente y converge puntualmente
a la funcién identidad del semieje real positivo. Construya una sucesién de funciones (@n)3
tal que:

(i) @n: [0,400] — [0,+00) para cada n €{1,2,...};
§

i)
(ili) para cada t > 0 la sucesién (@n(t))22; tiende a t;
v)

(i

Para la sucesién construida demuestre las propiedades (ii) y (iii), o la propiedad (iv).

@ es simple y Borel-medible;

On(t) < @ny1(t) paracadat > 0y cadan €{1,2,3,...}.

Problema 2. 25%.
Ejemplo de analisis de varios modos de convergencia. Se considera el espacio R con la medida

de Lebesgue p y la sucesiéon de funciones (fn)2° , donde fn: R — R,

fn es la funcién caracteristica del intervalo (0,1/n).

Demuestre que la sucesién (f, )5 ; converge puntualmente a la funcién constante cero la cual denotemos
por g. Para cada € € (0,1) y cada n,k € {1,2,...} calcule los conjuntos

Ale,n) = {x e R: [fn(x) —g(x)| > ¢}, B(e, k) = U Ale,n).

Determine si f;, converge a g en la medida p. Determine si f, converge a g casi uniformemente respecto
a L.

Problema 3. 25%.

Sea (X, F, 1) un espacio de medida, sea (fn)nen € M(X, F,C)YN una sucesién de funciones F-medibles
X —= Cysea g e M(X,F,C). Enuncie el criterio de la convergencia casi uniforme en términos
de los conjuntos B(e, k) definidos como en el problema anterior. Demuestre la implicacién més dificil
(es decir, la suficiencia).
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Problema 4. 25%.

En este problema se pide escribir la parte principal de la demostraciéon del teorema de la conver-
gencia monétona. Sea (f;)nen una sucesién en M (X, F, [0, +0o0]), puntualmente creciente, y sea s
una funcién de clase SM (X, F, [0, +00)) tal que

vx € X lim f(x) > s(x).

n—oo

Demuestre que para cualquier ¢ en (0, 1)

lim andu> cjsdp.

n—00
X X

Problema 5. 25%.
Integral y valor absoluto. Sea f € L'(X, F, u,C). Demuestre que

dep <Jlf|dp.
X X
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Analisis Matematico II, LCFM. Segundo examen parcial. Variante 3.

Funciones medibles, varios modos de convergencia y su comparacion, aproximacion de funciones me-
dibles por funciones simples, definicion de la integral de Lebesgue para funciones positivas, reales y
complejas, teorema de la convergencia mondotona y sus corolarios, lema de Fatou, teorema de la con-
vergencia dominada de Lebesgue.

Nombre:

El examen dura 80 minutos.

Problema 1. 25%.

Medibilidad de la suma de dos funciones reales medibles. Sea (X, F) un espacio medible y
sean f,g € M(X,F,R). Demuestre que f + g € M(X,F,R). En caso de utilizar algunos resultados
auxiliares, hay que demostrar el mas fuerte de estos resultados.

Problema 2. 25%.
Ejemplo de andlisis de varios modos de convergencia. Se considera el espacio (0,+00) con la
medida de Lebesgue p. Se definen las funciones f: (0, +00) — R mediante la regla

fu(x) =e™ (x >0).

Muestre que f;, converge puntualmente a la funcién constante cero la cual denotemos por g. Demuestre
que la convergencia no es uniforme, pero es casi uniforme. Puede usar las definiciones o los criterios
en términos de los siguientes conjuntos auxiliares (es suficiente calcularlos para 0 < ¢ < 1):

Ale,n) = {x>0: [fa(x) —g(x)| > ¢},  Ble,k) = Ale,m).
n=k

Problema 3. 25%.
Sea (X, F, 1) un espacio de medida, sean (f,)3°; C M(X,F,C) una sucesién de funciones F-medibles
X = C, sea g e M(X,F,C).

I. Deduzca una descripcion de la convergencia uniforme f :Y> g en términos de los conjuntos
B(e, k) definidos como en el problema anterior.

II. Sea Y € F. Enuncie y demuestre el criterio de la convergencia uniforme afuera del conjunto Y,
en términos de los mismos conjuntos B(e, k):

X\Y
RS\
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Problema 4. 25 %.

Enuncie y demuestre el lema de Fatou. Se recomienda usar el teorema de la convergencia mondtona.

Problema 5. 25%.
Integral de la suma de dos funciones reales integrables. Sean f, g € L' (X, F, 1, R). Demuestre
que f+g € L'(X, F, 1, R) y

J(f—i—g)du:deu—i—Jgdu.
X X X
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