La derivada de una funciéon monotona

Objetivos. Demostrar el teorema sobre la derivada de una funcién mondtona.
Requisitos. Lema de Vitali, derivadas de Dini.

Anteriormente hemos definido las derivadas de Dini (D7 f)(x), (D4 f)(z), (D~ f)(x),
(D_f)(z), y hemos estudiado sus propiedades elementales.

El siguiente lema dice que si v > D_f(z), entonces hay puntos ¢ aribrariamente
cercanos a x por la izquierda, tales que f(z) — f(t) < v(x — ).

1. Lema. Sean A un intervalo de R, f: A — R una funcién, z € A, = > inf(A),
v > D_f(z). Entonces para cada n > 0 existe t en AN (z —n,x) tal que

fl@) = f(t) <vlz—1).
Demostracion. Recordemos que

D_f(z) = lim inf o) = Jt) =sup inf M

n—0t te An(z—n,z) r—t >0 t€AN(z—n,x) r—t

Como D_ f(x) < v, para cada n > 0 tenemos que

— f(t
inf —f(x) ) <.
te AN(z—n,x) rx—1
Luego existe t en AN (z —n, z) tal que W < v, esto es,
flz) — f(t) <v(x—1). O

2. Teorema (sobre la derivada de una funcién creciente). Sean a,b € R, a < b, y
sea f: [a,b] — R una funcién creciente. Entonces f es derivable c.t.p.

Demostracion. 1. Es suficiente verificar que DT f < D_fy D™ f < D, f en c.t.p., porque
estas dos desigualdad implican la siguiente cadena de desigualdades:

DYf<D f<D f<D.f<D'Ff.

Demostremos que D' f < D_f en c.t.p.; la demostracién de la desigualdad D~ f < D, f
es similar. Notemos que

{re(a,b): D f(a)>D_fx)} = |J Euw

u,WEQ: u>v
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donde
E,o={r€(a,b): DYf(x)>u AN D_f(z)<v}.

Por eso es suficiente probar que p*(E,,) = 0. Sea s = p*(E,,). Elijamos ¢ > 0 arbitrario.
Usando la definicién de la medida externa, elijamos un conjunto G abierto tal que £, , C G
y (G) < s+e.
2. Para todo punto x en E,,, por la definicién de D_ f(x), existe un 6 > 0 tal que
r—0€Gy
f(z) = flx —0) < wd.

Més atn, por la definiciéon de D_ f(x), existen § arbitrariamente pequenios con estas pro-
piedades. Los intervalos [z —d, 2] que cumplen con estas propiedades forman una cubierta
de Vitali de £, ,. Usando el Lema de Vitali, elegimos una lista finita ([x; —d;, z;])1<j<m de

intervalos disjuntos de esta cubierta tal que p* (Ew \UjLi[z; — dj,25] ) < e. Pongamos

A=FE,,N (O(xj — 6y, x])> .

Jj=1

Entonces p*(A) > s —e.
3. Para todo y en A, por la definicién de DT f(y), existe un h > 0 tal que y + h
pertenece al mismo intervalo (z; — d;, ;) a cual pertenece y, y

fly+h)— fly) > uh.

Mas atin, existen h arbitrariamente pequenos con estas propiedades. Los intervalos [y, y+h]
con estas propiedades forman una cubierta de Vitali de A. Sea ([yg, yx + hx])1<k<n una
lista finita de invervalos disjuntos de esta cubierta tal que Y, _, hy > s — 2e.

4. Todo invervalo (yx, yx + hi) esté contenido en un invervalo (z; — d;,x;). Como f es

creciente,
n

> (f e+ ) — Z (zj + ;) — f(z5)).

Pero
Z(f(yk + hi) = f(yr)) > UZ hy > u(s — 2¢)
. ) = ) =
S ()~ flay = 5) < 036, < onlC) < (s + ).

Por lo tanto, u(s —2¢) < v(s+¢). Como ¢ es arbitrario, us < vs. Pero v > v. Esto implica
que s = 0. O
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3. Proposicién (sobre la integral de la derivada de una funcién creciente). Sean
a,b € R, a<b,ysea f: |a,b] - R una funcién creciente. Entonces f’ es medible y

/ ) de < £(5) — f(a).

Demostracion. Por el teorema, ya sabemos que para casi todo  en (a, b) estéd bien definida
la derivada f’(x). Consideremos la sucesion de funciones g,: [a, b — R,

_n(f@+3) = f@), a+5 €lab];
9nlz) = {0, :v—l—%>b.

Entonces g, — f’ c.t.p., y [’ es medible. Apliquemos el lema de Fatou:

b b b—1/n
/f’(x) dz < lim inf/gn(a:) dz = liminf / gn(z) da
n—oo n—o0
b—1/n b—1/n
= liminf [ n / flx+1/n)dx —n / f(z)dz
n—oo
b b—1/n
= liminf | n / flz)dz —n / f(z)dx
n—oo
a+1l/n a
b a+1/n
= liminf | n / flz)dz —n / flx)dz [ < f(b) — f(a). O
n—oo
b—1/n a
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