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imples medibles (repaso) i imples medibles positivas La integral

Objetivos:
o definir [, f du para f simples medibles positivas,
@ expresar esta integral en términos de una representacion generalizada de f,

o definir [, fdu para A€ F.

Prerrequisitos:
@ funciones simples, sus representaciones candnicas y generalizadas;
@ funciones medibles;
@ criterio de medibilidad de funciones simples;

@ subespacio (A, Fa, pa) de un espacio de medida (X, F, p).



@ Funciones simples medibles (repaso)

© Integral de funciones simples medibles positivas

© La integral sobre un conjunto



Funciones simples medible: paso)
00000000

@ Funciones simples medibles (repaso)



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

M(X,F,Y)



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

M(X,F,Y) =



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso

fe M(X,F,Y)



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso

fe M(X,F,Y) <



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso

fe M(X,F,Y) <= VYveR f(v,+0)]eF



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso

fe M(X,F,Y) <= VYveR f(v,+0)]eF

—



Funciones simples medibles (repaso)
0@000000

Funciones medibles (repaso)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
Sea Y =[0,+0)o Y =R, 0 Y =C.

Denotamos por By a la g-algebra de Borel de Y.

MX,F,Y):={fevy*: vBeBy f[BlcF}

Para Y =[0,4c0) o Y =R, los rayos (v,+c0) generan By, por eso

fe M(X,F,Y) <= VYveR fY(v,4+x)]eF
<~ VveR {x e X: f(x)>v}eF.
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Una funcién f: X — Y se llama simple , si el conjunto f[X] es finito.

Proposicion

Sea f: X — Y simple.

Supongamos que f[X] = {v1,...,vn}, donde vi,..., vy, son diferentes a pares.
Para cada j en {1,...,m} definimos P; = f[{v;}].
Entonces, (Pi,...,Pm) es una particién de X y

m
j=1
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Representacion candnica de funciones simples (repaso)

Proposicion

Sean vi,..., vy, € Y diferentes a pares y sea (Pi,..., Pp) una particién de X.
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Proposicion

Sean vi,..., vy, € Y diferentes a pares y sea (Pi,..., Pp) una particién de X.

Definimos .
f = Z vj]lpj.
j=1

Entonces, f es simple, y para cada j en {1,..., m}

Py = l{w})

La repr. candnica de una funcién simple es Gnica, salvo el orden de los sumandos.
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Funciones simples medibles (repaso)

Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible
y sea f: X — Y una funcién simple con la siguiente representacién canénica:

m
f= Z vilLp;.
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Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible
y sea f: X — Y una funcién simple con la siguiente representacién canénica:

m
f= Z vilLp;.
j=1

Entonces,
fe M(X,F,Y) — Py,...,PneF.
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Funciones simples medibles (repaso)

Proposicion
Sea (X, F) un espacio medible
y sea f: X — Y una funcién simple con la siguiente representacién canénica:

m
f= Z vilLp;.
j=1

Entonces,
fe M(X,F,Y) = Pi,...,Pm€F.

SM(X,F,Y) = {f e M(X,F,Y): f[X] es finito}.
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Funciones indicadoras medibles (repaso)

Proposicion

Sea (X, F) un espacio medible y sea A C X. Entonces,

1a€e M(X,F,Y) = Ac F.

j(X,]:) = {]lA: AE.F}.
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Combinaciones lineales de funciones indicadoras medibles

Proposiciéon

SM(X,F,Y) = ty(T(X,F)),

donde ¢y (C) := las combinaciones lineales de C con coeficientes en Y.
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SM(X, F,Y) = ty(T(X,F)),
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Combinaciones lineales de funciones indicadoras medibles

Proposicion
SM(X, F,Y) = ty(T(X,F)),

donde ¢y (C) := las combinaciones lineales de C con coeficientes en Y.

C. SifeSM(X,F,Y), entonces f tiene representacion candnica
f=> vl  P=f l{ylleF.
j=1

. J(X,F) CSM(X, F,Y),
SM(X, F,Y) es cerrado bajo la adicién y bajo la multiplicacién por A, A € Y.
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Representaciones generalizadas de funciones simples (repaso)

Proposicion

Sean wy,...,w, € Y ysea (Qi,...,Qn) una particion generalizada de X.

n
F = Z Wi ]le.
k=1

Entonces, f es simple.

Si fIX] ={v4,---,Vm}, v, .., Vi son diferentes a pares y P; = f 1[{v;}], entonces
Pi= |J Q
1<k<n

Wi =V;
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Vamos a definir la integral de Lebesgue en 4 etapas:

1)
° / fdu para feSM(X,F,[0,+00)),
X
)
° / fdu para e M(X,F,[0,+]),
X
®3) )
° / fdu para e M(X,F,R) con/ |fldp < +oo,
X X
(4) 2
° / fdu para e M(X,F,C) con/ |f|du < +o0.
X X

1)
En esta clase definiremos / fdp para e SM(X,F,[0,+00)).
X
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Definicidon

Sea f € SM(X, F,[0,4+0)). Supongamos que f tiene la sig. representacién candnica:

Definimos

(1)
También denotamos esta integral por / fdu.
X
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X [0, +00)
Py TV
P, f "
1w
P3
10

/X fdu = vi p(P1) + va p(P2) + v3 u(P3).
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Observaciones sobre la definicidon

[ Fdu =Y yu(P).
X =

Si X = @, entonces [y fdu = 0.
Sivj =0y u(Pj) < +oo, entonces el sumando correspondiente es v; i(P;) = 0.

Si v =0y u(Pj) = +oo, entonces v; u(Pj) =
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Observaciones sobre la definicidon

[ Fdu =Y yu(P).
X =

Si X = @, entonces [y fdu = 0.
Sivj =0y u(Pj) < +oo, entonces el sumando correspondiente es v; i(P;) = 0.
Sivi=0y M('DJ) = 400, entonces \/J-M(PJ-) =0.

Sivj >0y u(Pj) = 400, entonces v; u(P;) = + oo.
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Integral de una funcién simple medible positiva

dada por una representacién generalizada

Proposicion

Sea f € SM(X,F,[0,+x)),

n
f= Z Wi ]le,
k=1

donde wy, ..., w, € [0,+00), (Q1,...,Qy) un particidn generalizada de X.

Entonces

/ Fdp =" wip(Qx)
X k=1
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Demostracion, inicio

Sean vy, ..., Vn los elementos de f[X] y sean Pi,..., Pp sus preimagenes:

Pi= 7 {v}.

Entonces, f tiene la siguiente representacién candnica:

m
f= Z Vj]lpj.
Jj=1

Luego, por la definicion,

[ Fau=3"vu(P).
X o
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Demostracion, final

Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego
{1<k<n: Qk;«ég}:U{lgkgm: Qx # 9, wx = vj}.
j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

> Wi Qx)
k=1
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Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego
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Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

> Wi Qk) =
k=1
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Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego

{1<k<n: Qk;ﬁ@}:o{lgkgm: Qk # 9, wk = vj}.
j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

dowi( Qi) = Y wip( Q)
k=1

1<k<n
Qu#2
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Demostracion, final

Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego

{1<k<n: Qk;ﬁ@}:o{lgkgm: Qk # 9, wk = vj}.
j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

dow(Qe) = Y wip( Qi) =
k=1

1<k<n
Qu#2
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Demostracion, final

Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego

{1<k<n: Qk;ﬁ@}:o{lgkgm: Qk # 9, wk = vj}.
j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

S owi(Q) = >0 wip(Q) = Z > win(Qk)
k=1

1<k<n j=1  1<k<m
Qu#D wi=Vj, Qu#D
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Qu#D wi=Vj, Qu#D Wg=Vj
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Demostracion, final

Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego

{1<k<n: Qk;ﬁ@}:o{lgkgm: Qk # 9, wk = vj}.
j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada:

Sowi(Q) = > wiep( Qi) = Z o o w(Q) =D > wien(Qi)
k=1

1<k<n j=1  1<k<m j=11<k<m

Qu#D wi=Vj, Qu#D W=V
m
_ZVJ o Q) => viu(Py) =
= 1<k<n j=1

Wk=V;
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Demostracion, final

Sabemos que si Qx # @, entonces wy € f[X] = {v1,..., vm}. Luego

{1<k<n: Qk;ﬁ@}:o{lgkgm: Qk # 9, wk = vj}

j=1

Empezamos con el lado derecho de la férmula deseada

Zn:WkM(Qk)Z > wiil( Qi) = Z >
k=1

m
wiet(Q) = Y D wien( Qi)
1<k<n =1 1<k<m j=11<k<m
Qu#D wi=Vj, Qu#D Wg=Vj
—ZVJ > H(Q) = ZVJMP)—/fdu
=1 1<k<n

Wk=V;
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Ejemplo: la integral de la funcién indicadora

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Entonces,

/ Ladp = p(A).
X
En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:

1a=
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En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:

Ia=1-14
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Ejemplo: la integral de la funcién indicadora

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Entonces,

/ Ladp = p(A).
X
En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:

]lA:].-]lA—I—O-]lX\A.
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Ejemplo: la integral de la funcién indicadora

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Entonces,

/ Ladp = p(A).
X
En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:

]lA:].-]lA—I—O-]lX\A.

/ ]lAdM:
X

Por eso
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Ejemplo: la integral de la funcién indicadora

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Entonces,

/ Ladp = pu(A).

X

En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:
Ipo=1-14+0- ]lX\A-

Por eso
[ adi=1-4(A)+0- 4(X \ A
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Ejemplo: la integral de la funcién indicadora

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Entonces,

/ Ladp = pu(A).

X

En efecto, 14 tiene la siguiente representacién generalizada:
Ipo=1-14+0- ]lX\A-

Por eso
[ tadi =10 1(A) 01X\ A) = p(A).
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Sea a = [ak]}_; € [0, +00)".

Consideramos X = {1,...,n} con la o-algebra 2X y con la medida de conteo v.
Entonces, a € SM(X, 2%, [0, 4+c0)).

La funcién simple a tiene la siguiente representacion generalizada:

a = Z akﬂ{k}.
k=1

Luego

/{1,...,n} adv = kZZI a({k})
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Ejemplo: una suma finita como una integral

Sea a = [ak]}_; € [0, +00)".

Consideramos X = {1,...,n} con la o-algebra 2X y con la medida de conteo v.
Entonces, a € SM(X, 2%, [0, 4+c0)).

La funcién simple a tiene la siguiente representacion generalizada:

a = Z akﬂ{k}.
k=1

Luego

/{1,..,,n} adv = kZ:l a({k}) =
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Ejemplo: una suma finita como una integral

Sea a = [ak]}_; € [0, +00)".

Consideramos X = {1,...,n} con la o-algebra 2X y con la medida de conteo v.
Entonces, a € SM(X, 2%, [0, 4+c0)).

La funcién simple a tiene la siguiente representacion generalizada:

a = Z akﬂ{k}.
k=1

Luego

/ adv =3 aw({k}) = 3 a
{L,-won} k=1 k=1
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Proposicion
Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F.
Pongamos
Fa={BeF: BCA}, UA = ] F,-

Entonces, (A, Fa, 1a) €s un espacio de medida.

.
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Proposicion
Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F.
Pongamos
Fa={BeF: BCA}, UA = ] F,-

Entonces, (A, Fa, 1a) €s un espacio de medida.

.

En otras palabras, Fa := 24N F.

Demostracién: ejercicio.
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion
Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, fla € M(A, Fa, Y, H).
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion

Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, f|a € M(A, Fa, Y, H).

Demostracion. Si B € H, entonces

fl2'[B] =
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion

Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, f|a € M(A, Fa, Y, H).

Demostracion. Si B € H, entonces

FIRMBl = {x € A: fla(x) € B} =
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion

Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, f|a € M(A, Fa, Y, H).

Demostracion. Si B € H, entonces

FlRl Bl ={x € A: fla(x)eB}={x€cA: f(x)eB}=
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion

Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, f|a € M(A, Fa, Y, H).

Demostracion. Si B € H, entonces

FlRl[Bl={x € A: fla(x)eB}={xecA: f(x)eB}=ANf1[B]
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La restriccion de una funcién medible a un conjunto medible

Proposicion

Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles sea A € F.
Sea f € M(X,F,Y,H). Entonces, f|a € M(A, Fa, Y, H).

Demostracion. Si B € H, entonces

FlRlBl={x€A: fla(x)eB}={x€A: f(x)eB}=Anf 1Bl eF.
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Definicién de la integral sobre un conjunto medible

Definicién
Sea (X, F, 1) un espacio de medida, sea f € SM(X,F,[0,+00)) y sea A € F.

(1) (1)
/ fd,u::/ fladpa.
A A
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Férmula para la integral sobre un conjunto

Proposicion
Sea f € SM(X,F,[0,+0)) y sea Ac F.
Supongamos que f tiene la siguiente representacién generalizada (o canénica):

Entonces,
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Demostracion

Es facil ver que la familia (P; N A)J'm:1 es una particion generalizada de A, y

Vx e PiNA f(x)=v.
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Demostracion

Es facil ver que la familia (P; N A)J'm:1 es una particion generalizada de A, y

Vx e PiNA f(x)=v.

Por lo tanto, f|4 tiene la siguiente representacién generalizada:

m
fla=>_vilpna.
=1
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Demostracion

Es facil ver que la familia (P; N A)J'm:1 es una particion generalizada de A, y

Vx e PiNA f(x)=v.

Por lo tanto, f|4 tiene la siguiente representacién generalizada:

m
fla=>_vilpna.
=1

Luego

df m m
[ i [ Fladia = 3" viula(Pin A) = 30y (P A).
j=1 j=1
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[e]e]e]e]e]e] lele]

X [0, +00)

P3 P

/Afd,u: vi p(ANPL) +vo (AN P2) + vz u(AN Ps).
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Otra férmula para la integral sobre un conjunto

Proposiciéon
Sea f € SM(X,F,[0,400)) y sea A € F. Entonces,

/fd,u:/ f1adu.
A X
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fﬂA:E VjﬂPj'ﬂA:E Vj]lemA:OﬂX\A“'E Vj]leﬂA~
j=1 j=1 i=1
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fﬂA:E VjﬂPj'ﬂA:E Vj]lemA:OﬂX\A“'E Vj]leﬂA~
j=1 j=1 i=1

La dltima expresién es una representacion generalizada de f 1 4.
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fﬂA:E VjﬂPj'ﬂA:E Vj]lemA:OﬂX\A“'E Vj]leﬂA~
j=1 j=1 i=1

La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

/f]lAdu
A
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fﬂA:E VjﬂPj'ﬂA:E Vj]lemA:OﬂX\A“'E Vj]leﬂA~
j=1 j=1 i=1

La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

/f]lAdu:
A
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fla= Zvjﬂpj la= Z\/j]lemA :O:H'X\A+Z‘/j:ﬂ-PjﬂA'
j=1 j=1 Jj=1
La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

[ Ladi = 010X\ A)+ 3" (P01 A)
j=1



La integral sobre un conjunto
00000000

Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fla= Zvjﬂpj la= Z\/j]lemA :O:H'X\A+Z‘/j:ﬂ-PjﬂA'
j=1 j=1 Jj=1
La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

[ FLadi = 0u(X \ A)+ 3" vy (P 14) =
j=1



La integral sobre un conjunto
00000000

Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fla= Zvjﬂpj la= Z\/j]lemA :O:H'X\A+Z‘/j:ﬂ-PjﬂA'
j=1 j=1 Jj=1
La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

/Af]lAd;LZO,u(X\A)—I-ZVjM(PjﬂA): > viu(PinA)
j=1 Jj=1
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Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fla= Zvjﬂpj la= Z\/j]lemA :O:H'X\A+Z‘/j:ﬂ-PjﬂA'
j=1 j=1 Jj=1
La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

[ Ladi = 00X\ A)+ 3" v (P 01 A) = 3 vy (P 1 A) =
j=1 j=1



La integral sobre un conjunto
00000000

Demostracion

m
Supongamos que f tiene la siguiente representacién canénica: f = Z vilp,.
j=1

Entonces,

m m m
fﬂA:E VjﬂPj'ﬂA:E Vj]lemA:OﬂX\A“'E Vj]leﬂA~
j=1 j=1 i=1

La dltima expresiéon es una representacion generalizada de f 14. Luego

[ Ladi =000\ A)+ > v 0 A) = Sy A) = [ Fap
j=1 j=1
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