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a integral de funcione ivas medibles

Objetivos:
o definir la integral de Lebesgue para funciones medibles positivas;

@ demostrar algunas de sus propiedades elementales.

Prerrequisitos:
@ la integral de Lebesgue para funciones simples medibles positivas,
@ el supremo de un subconjunto de [—o0, +00],

@ la imagen de una funcién, propiedades de las imagenes;
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.En qué etapa estamos?

Vamos a definir la integral de Lebesgue en 4 etapas:
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)
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X
®3) )
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)
En esta clase definiremos / fdp para e M(X,F,[0,+]).
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Definicién de la integral para funciones simples medibles positivas, repaso

Sea f € SM(X,F,[0,+0)) y sea Ac F.

Supongamos que f tiene la siguiente representacién candnica:

Definimos

(1)
También denotamos esta integral por / fdu.
X
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Propiedad homogénea de [(1), repaso

Proposicion
Sea f € SM(X,F,[0,+)) y sea A € [0,+0c0). Entonces

(1) (1)
/ (Af)dp = )\/ fdp.
X X
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La integral sobre un conjunto, repaso

Definiciéon

Sea f € SM(X,F,u)ysea Ac F. Entonces

(1) (1)
/ fdu = / fladp.
A X

Proposicion

(1) (1)
/ fdu= / fladuy.
A X
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Propiedad monétona de la imagen, repaso

Proposicion
Seap: P— Qysea R,SC P, RCS. Entonces

[P] € ¢[Q].
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Propiedad mondétona del supremo, repaso

Proposicion
Sean P, Q C [—o0, +0¢] tales que P C Q. Entonces

sup(P) < sup(Q).
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Definiciéon de [ f para f positiva

Sean f € M(X,F,[0,+00]). Pongamos

Lri= {g € SM(X,F,[0,+x)): g < f}.

Definimos J: SM(X, F,[0,+00)) — [0, +o0],

(1)
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Definiciéon de [ f para f positiva

Sean f € M(X,F,[0,+00]). Pongamos

Lri= {g € SM(X,F,[0,+x)): g < f}.

Definimos J: SM(X, F,[0,+00)) — [0, +o0],

(1)
J(g) = / gdu.
X

) 1)
/X fdu:= sup(J[Ef])—sup{/X gdu: geSM(X,F,[0,+0)), g< f}.
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Definicién de la integral de funciones positivas medibles
[e]e]e] Jelele]e]e]

1@ es una extensién de (V)

Proposicion
Sea f € SM(X,F,[0,+0c0)). Entonces

() 1)
/ fdu= / f dpu.
X X

Demostracion. Como f es simpley f < f, tenemos f € L.

Para cada g en Lf tenemos g < f y por eso



Definicién de la integral de funciones positivas medibles
[e]e]e] Jelele]e]e]

1@ es una extensién de (V)

Proposicion
Sea f € SM(X,F,[0,+0c0)). Entonces

() 1)
/ fdu= / f dpu.
X X

Demostracion. Como f es simpley f < f, tenemos f € L.

Para cada g en Lf tenemos g < f y por eso J[g] < J[f].

Conclusién: J[f] es el maximo elemento de J[L¢].
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Notacion: funciones positivas Lebesgue-integrables

LYX, F, 1, [0, +o0]) i= {f e M(X,F,[0,+c<]): /X fdu < —1-00}.
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La propiedad monétona de [(® respecto a la funcién

Proposicion
Sean f,g € M(X,F,[0,400]) tales que f < g. Entonces

/fdMS/ng-
X X
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La propiedad monétona de [(® respecto a la funcién

Proposicion
Sean f,g € M(X,F,[0,400]) tales que f < g. Entonces

/fdMS/ng-
X X

Demostracion. Es facil comparar los conjuntos Lr y Lg:

Lf C Eg.

Por eso J[L¢] C J[Lg] y
sup(J[Lr]) < sup(J[Lf]).
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La propiedad homogénea de la integral de funciones positivas

Proposiciéon
Sea f € M(X,F,[0,+]) y sea A € [0, +00). Entonces

/Afd,u:)\/ fdu.
X X




Definicién de la integral de funciones positivas medibles
000000080

Idea de demostracion de la propiedad homogénea

El caso A = 0 es trivial. Consideremos el caso A > 0.
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Idea de demostracion de la propiedad homogénea

El caso A = 0 es trivial. Consideremos el caso A > 0.

Primero justificar que
h e Lyr — dg € L h=)g.
Luego usar la propiedad homogénea de J y demostrar que

J[Laf] = NJ[Le].
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Observacion sobre la propiedad aditiva (la demostraremos despues)

En una de las clases futuras demostraremos el teorema de la convergencia mondtona

y con ayuda de ese teorema podremos demostrar la propiedad aditiva de )(<2):

) ) )
(f—l—g)du:/ fdu+/ gdu.
X X X

Aproximaremos f y g por sucesiones crecientes de funciones simples medibles positivas

y aplicaremos el teorema de la convergencia mondtona.

Desgraciadamente, la definicién de )(<2) no es comoda para demostrar la propiedad
aditiva de manera directa.
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Un subespacio de un espacio de medida, repaso

Proposicion

Sea (X, F, 1) un espacio de medida y sea A € F. Pongamos

Fa = {BE]:: BgA}, A Z:,U,|]:A.

Entonces (A, Fa, 11a) es un espacio de medida.
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La restriccion de una funcién medible es medible, repaso

Proposicion
Sean  (X,F) un espacio medible, A€ F, fe M(X,F,[0,+]).

Entonces f|a € M(A, Fa, [0, +<]).
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Definicién de la integral sobre un conjunto medible

Definicién
Sea (X, F, 1) un espacio de medida, sea f € M(X,F,[0,+00)) y sea A€ F.

) (2
/ fd,u::/ fladpa.
A X
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Férmula para la integral sobre un conjunto

Proposicion
Sea f € M(X,F,[0,+0c0]) y sea A € F. Entonces

/fdpc:/ 14 f dp.
A X
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Férmula para la integral sobre un conjunto

Proposicion
Sea f € M(X,F,[0,+0c0]) y sea A € F. Entonces

/fdpc:/ 14 f dp.
A X

Ya sabemos que esta propiedad se cumple para f(l).

Ahora la vamos a demostrar para f(2).
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Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fA = f|A,



La integral sobre un subconjunto
00000@000000

Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.



La integral sobre un subconjunto
00000@000000

Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.



La integral sobre un subconjunto
00000@000000

Demostracion, inicio
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fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.

Por las definiciones,

(2)
/ fdu =
A
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Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.

Por las definiciones,

(2)
/A Fdu = sup(JalLy,]).
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Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.

Por las definiciones,

(2) (2)
. Fdu=supaleal). [ tafdu=
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Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.

Por las definiciones,

(2) (2
/A Fdu = sup(JalLs]). /X Laf dji = sup(J[L1,7]).
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Demostracion, inicio

Introducimos la siguiente notacién:

fa=fla, L= {s€SM(A Fa[0,+)): s<fa}.

)
Ja: SM(A, Fa, [0, +00)) — [0, +0d], JA(s)::/A sdua.

Por las definiciones,

(2) (2
/A Fdu = sup(JalLs]). /X Laf dji = sup(J[L1,7]).

Vamos a demostrar que Ja[Lf,] = J[L1,f].
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
0, xeX\A
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
0, xeX\A

Es facil ver que s=gla,
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
0, xeX\A

Es facil ver que s=gla, lag=g,
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
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vV = JA(S) = /A SduA =
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
0, xeX\A

Es facil ver que s=gla, lag=g, gc€Li,r- Luego

1) (1)
vV = JA(S) == /A SduA == /X 1Agd,u =
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Demostracién, Ja[Ls,] C J[L1,f]

Sea v € Ja[Lf,]. Encontramos s en Ly, tal que v = Ju(s).
Definimos g: X — [0, 400) como la extensién de s con el valor 0:

2(x) = {s(x)7 x € A;
0, xeX\A

Es facil ver que s=gla, lag=g, gc€Li,r- Luego

(1) (1) (1)
v = JA(S) = /A SduA = /X 1Agd,u = /X gd,u € J[L]_Af].
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,r].
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).



La integral sobre un subconjunto
00000000000

Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que

Vx e X\ A g(x) =
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asi que g = 1xg.
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.

Entonces, s<fy vy
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos
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Entonces, s<fy vy
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.

Entonces, s<fy vy

(1)
v:J(g):/X gdu =
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.

Entonces, s<fy vy

(1) (1)
v = J(g) = /X gdu = /X lagdp =
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.

Entonces, s<fy vy

(1) (1) (1)
v = J(g) = /X gdu = /X lagduy = /A gdu =
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,

asique g =14g. Definimos

S:g‘A.

Entonces, s<fy vy

(1) (1) (1) (1)
V:J(g):/x gdu:/x lAgdu:/A gdu:/A sdua €
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Demostracién, Ja[Ls] 2 J[L1,f]

Sea v € J[L1,¢]. Encontramos g € L1,r tal que v = J(g).

Como g < 1af, es facil ver que
Vx e X\ A g(x) =0,
asique g =14g. Definimos
S = g‘A.
Entonces, s<fy vy

1

(1) (1) )
v = J(g) = /X gdu = /X lagdp = /A gdu = /A sdua € Ja[Le,).
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B

Demostracion. Notamos que
14f < 1pf.
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B

Demostracion. Notamos que
14f < 1pf.

Aplicamos la proposicién anterior y la monotonia de la integral respecto a la funcién:

/fd,u:
A
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B

Demostracion. Notamos que
14f < 1pf.

Aplicamos la proposicién anterior y la monotonia de la integral respecto a la funcién:

/fdu - /1Afdu <
A X
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B

Demostracion. Notamos que
14f < 1pf.

Aplicamos la proposicién anterior y la monotonia de la integral respecto a la funcién:

/fd,u = /1Afdu < /1deu =
A X X
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Monotonia de la integral respecto al conjunto de integracion

Proposicion
Sea f € M(X, F,[0,40cc]) y sean A, B € F tales que A C B. Entonces,

/fdug/fd,u.
A B

Demostracion. Notamos que
14f < 1pf.

Aplicamos la proposicién anterior y la monotonia de la integral respecto a la funcién:

/fd,u = /1Afdu < /1deu = /fd,u.
A X X B
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La integral de una funcién que es constante en el conjunto de integracién

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F, b € [0, +00).
Supongamos que f(x) = b para cada x en A.

Entonces,
/ fdu = bu(A).
A
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La integral de una funcién que es constante en el conjunto de integracién

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F, b € [0, +00).
Supongamos que f(x) = b para cada x en A.

Entonces,
/ fdu = bu(A).
A

Idea de demostracion. 1, =
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La integral de una funcién que es constante en el conjunto de integracién

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F, b € [0, +00).
Supongamos que f(x) = b para cada x en A.

Entonces,
/ fdu = bu(A).
A

Idea de demostracion. 14 = b1l,.



La integral sobre un subconjunto
000000000080

La integral de una funcién que se anula en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = 0 para cada x en A.

Entonces,
/ fdu=0.
A
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea pu(A) > 0.
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0,400), vip€
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

sup(J[Lr1,])
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

sup(J[Lr1,]) =
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

(1)
sup(J[Lr1,]) = sup / vipdu
vel0,4o00) /X
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

(1)
sup(J[Lr1,]) = sup / vipgdu =
vel0,4o00) /X
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

(1)
sup(J[Lr1,]) = sup / vipdu= sup (VM(A)>
ve[0,4+00) /X ve[0,+00)
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

(1)
sup(J[Lr1,]) = sup / vigdu = sup (vu(A)) =
ve[0,4+00) /X ve[0,+00)
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La integral de una funcién que vale 400 en el conjunto de integracion

Proposicion
Sean f € M(X,F,u), A€ F. Supongamos que f(x) = +oc para cada x en A.
Entonces,

[ £ du=(+00) - u(A).
A

Idea de demostracion. El caso p1(A) = 0 es trivial (ejercicio).

Sea p(A) > 0. Para cada v en [0, +00), v1ag€ Lry,.

1)
sup(J[Lr1,]) = sup / vipdpu= sup (v,u(A)> = +oo0.
ve[0,4+00) /X ve[0,+00)
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