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El soporte de una sucesion

En este tema trabajamos con sucesiones bilaterales cuyo dominio es Z.

Dada una sucesién a: Z — C, denotamos por supp(a) su soporte :

supp(a) = {j € Z: a; #0}.

Aclaracion.
Para las funciones continuas f: R” — C,

el soporte se define como la cerradura del conjunto

{x e R": f(x) # 0}.
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Ejemplo.
aj =1+ (1Y (J € Z).

En este ejemplo,
supp(a) = 2Z.

Ejemplo.

Denotemos por 0y la sucesién constante cero.

supp(0z) = 0.
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Sucesiones de soporte finito

Q= {a € CZ:  supp(a) es ﬁnito} .

Para X C Z,
X es finito <= X acotado <= X es compacto.

Por lo tanto,
Q= {a e CZ:  supp(a) es compacto}
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Las sucesiones de soporte finito forman un espacio vectorial

Ejercicio. Si a,b € C% y ) € C, entonces

supp(a + b) C supp(a) U supp(b), supp(Aa) C supp(a).

Proposicién

Q es un subespacio vectorial de CZ,
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Sucesiones basicas

Para cada p en Z,

€ = (5p,j)jez‘
Por ejemplo,
es=(...,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,...), er=1(...,0,-1,0,0,0,0,...),

donde estan subrayadas las componentes con indice 0.
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La base candnica de O

Notamos que

supp(ep) = {p}-

En particular, e, € Q.

Proposicién

La familia (ep)pez es una base ordenada del espacio vectorial Q.

En particular, esta proposicién dice que

Q = lin((ep)pez)-
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Demostracion de la independencia lineal

Sean  J un subconjunto finito de Z, (Ap)pey una familia en C,
a= Z Ap€p.
ped
Supongamos que a = 0.

Sea g € J. Entonces,

dq = Z Ap(€p)g = Z Aplp,g = Ag-

peJ ped
Por otro lado, a; = (0)4 = 0.

Hemos mostrado que A\q = 0 para cada q en J.
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Sea b € Q. Queremos mostrar que b € lin((ep)pez)-
Denotemos supp(b) por J.

Pongamos
a= Z Ap€p.
ped

Para cada j en Z,

Ai, jEJ,
3= Ap(ep)j= D Aobpj = { !
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Demostracién de la completez

Sea b € Q. Queremos mostrar que b € lin((ep)pez)-

Denotemos supp(b) por J.  Definimos (Ap)pcs mediante la regla A, = bp.

Pongamos
a= Z Ap€p.
ped

Para cada j en Z,

Ai, jEJ,
3= Aplep)j =Y Apbpj = { ’ = b;.

] = bj
ped peJ 0, jeZ\J



Demostracién de la completez

Sea b € Q. Queremos mostrar que b € lin((ep)pez)-

Denotemos supp(b) por J.  Definimos (Ap)pcs mediante la regla

Pongamos

a= Z Ap€p.

ped

Para cada j en Z,

Ai, jEJ,
3= D Molep)j = Y Aplpy = { ’

peJ peJ

Hemos mostrado que b = a € lin((ep)pez).

0, jezZ\J

Ap = bp.

= b;.
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Convolucién de dos sucesiones de soporte finito

Sean a, b € Q. Se define ax b: Z — C,

(axb)j = Z aj_ by, esto es, (axb)j = mlgnoo Z aj_by.

kEZ k=—m

Proposicién
Sean a,b € Q y sea j € J. Entonces

(a*b)j: Z aj_kbk.

kéesupp(b)
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Idea de demostracién

Sea

r:= max |k|
kesupp(b)

Para cada m en Ng con m > r, obtenemos

m
Z aj,kbk = Z aj,kbk.

k=—m kesupp(b)
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Ejemplos: convolucion de sucesiones de soporte finito

Ejercicio. Calcular a x b para
a= ( .+,0,0,a-3,a-2, a—1, 4o, 41, d2, g U 0 o ')7

b:el—e():(...,O,;].,].,O,...).

Ejercicio. Calcular a x b para

a= ( .+,0,0,a-3,a-2, a—1, 4o, a1, a2, a3,0,0, .. ')7

e_1+e + e 111 )
b=———=(...,0,=,=-,=,0,...|.
3 ( ) 737;737 9y
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Ejemplos: convolucion con las sucesiones basicas

Ejercicio. Calcular a * e3, donde

a=1(...,0,0,ap, a1, a,0,0,...).

Ejercicio. Sean a € Q, p,j € Z. Calcular (a * ep);.
Ejercicio. Sea a € Q. Calcular a * ep.

Ejercicio. Sean p, g € Z. Calcular

€p * €q.
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El soporte de la convolucién de dos sucesiones de soporte finito

Dados A, B C Z, denotamos por A + B el conjunto

A+B:={reZ: 3FpeA JqgeB r=p+gq}.

Proposicién
Sean a, b € Q. Entonces,
supp(a x b) C supp(a) + supp(b).
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Supongamos que j € supp(a * b), esto es, (a* b); # 0.

Luego
> aj_kbk #0.
kesupp(b)
Elegimos g en supp(b) tal que
aj_qbq # 0.

Pongamos p :=j — q.

p € supp(a), g€ supp(b), Jj=pt+qgc



Demostracion

Supongamos que j € supp(a * b), esto es, (a* b); # 0.

Luego
> aj_kbk #0.
kesupp(b)
Elegimos g en supp(b) tal que
aj_qbq # 0.

Pongamos p :=j — q.

p € supp(a), g€ supp(b), j=p+qc supp(a)+supp(b).
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La convolucion es una operacién binaria en Q

Corolario
Sean a, b € Q. Entonces, ax b € Q.

Ejercicio. Demostrar que la operacién * en Q es asociativa y conmutativa.

Ejercicio. Demostrar la propiedad distributiva y la propiedad homogénea:
(a+b)xc=(axc)+(bxc), (Aa) x c = A(a*c).
Ejercicio. Encontrar el elemento neutro bajo .

Conclusién: Q con la operacién * es un algebra compleja conmutativa con identidad.



Ejercicio. Sean
a= ( PLUNUY- R a—1, 4o, 41, 42, S U U o -)7

b:el—60:(...,0,;1,1,0,...).

Calcular a * b x b de dos maneras equivalentes:

(ax b)* b, ax(bx*b).



Ejercicio. Encontrar a, b en Q tales que

supp(a * b) # supp(a) + supp(b).
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Ejercicio. Sean a,b € Q,
p = max(supp(a)), g = max(supp(b)).
Calcular (a* b)pq-.

Ejercicio. Determinar si el dlgebra (Q, ) tiene divisores de cero.

Sugerencia: usar el ejercicio anterior.



Ejercicio. Sea

2 2’

Demostrar que no existe b en Q tal que a* b = ep.

1 1
a:eo—elz(...,O,l,— 0,...).



Ejercicio. Explicar que a * b se puede definir para aen C%y b en Q.



