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La convolucién de dos sucesiones de clase /1(7Z)

Lema

Sean a, b € ((Z). Entonces,
> laj-«l bl = llallL|b]l1 < +oo.
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Mas aln, para cada j en Z,

Z \aj,k\ |bk| < +00.
keZ
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Demostracion

Nos interesa la suma doble

S=Y > laj-«llbxl.

JEZ ke

Como los sumandos son > 0, podemos cambiar el orden de las sumas:

S=>> lallbl.

kEZ jEL
Hacemos el cambio de variable g = j — k:
S= > lagllbel = [ D 1ol | { D lagl) = lIbllxllally < +oo.
kEZ q€Z kEZ qEZL

Como S < +o0, para cada j en Z obtenemos 3,7 |aj—k| |bk| < +o0.
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La convolucién de dos sucesiones de clase /1(7Z)

Dadas a, b en (1(Z), definimos a* b: Z — C,

(axb)j == aj_ibx.
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Gracias al lema, la serie converge de manera absoluta.
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La propiedad submultiplicativa para la norma de la convolucién

Proposicién

Sean a, b € ((Z). Entonces, a* b € (*(Z) y

l[a+bllx < [all1[]1-

Demostracion.

laxblli= )

jez

> aj_kbx

kEZ

<N laj—kl |bxl-

JEZ ke

Por el lema, la dltima expresion es ||al|1]|b]|1-



Propiedades algebraicas de la convolucién en (1(7Z)

Ejercicio. Sean a, b, c € ¢*(7Z). Demostrar que

(a*xb)xc=ax(bxc).
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Ejercicio. Sean a, b, c € ¢*(7Z). Demostrar que

(a*xb)xc=ax(bxc).

Ejercicio. Sean a, b € (1(Z). Demostrar que

axb=>bxa.
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Convolucién y sucesiones basicas
Para cada g en 7Z, denotemos por g a la sucesion

€q = (5jvq)j€Z
Ejercicio. Sean p, g € Z. Demostrar que

€p * g = €pigq-
Ejercicio. Sea a € (*(Z). Demostrar que

axe = a.
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Sea A un espacio de Banach complejo y al mismo tiempo un dlgebra compleja asociativa.
Se dice que A es un algebra de Banach ,

si la norma en A tiene propiedad submultiplicativa:
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Algebras de Banach

Sea A un espacio de Banach complejo y al mismo tiempo un dlgebra compleja asociativa.
Se dice que A es un algebra de Banach ,
si la norma en A tiene propiedad submultiplicativa:

Va,be A |ablla < |allallb].4-

(*(Z) con la operacién * es un algebra de Banach conmutativa con identidad.
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Series de Fourier y coeficientes de Fourier (repaso)

Para cada a en (}(Z), definimos Fza € Corper(R),

(Fza)(x Z ay e
keZ

Para cada f en L3 .(R), definimos f € £°(Z),

N 1 .
fy = — f(x) e k1 dpu(x).
[0,27)
Sabemos que si a € ¢1(Z) y f = Fza, entonces a = f.

Corolario: la funcién Fz es inyectiva.



El teorema de convoluciéon para el grupo Z

Proposicién
Sean a, b € ((Z). Entonces,
Fz(a = b) = Fz(a)Fz(b).
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Idea de demostracién

('FZ(a*b Z(a*b = ZZaj_kbkejiX.

JEZ JEZ ke

Cambiamos el orden de las sumas, luego hacemos un cambio de variable.

(FoZ(a*b))(x) = D > aj b =" agby edix gkix,

keZ jeT. kEZ g€

Obtenemos (Fza)(x) (Fzb)(x).

Ejercicio: justificar el cambio del orden de las sumas.
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El dlgebra de Wiener

War-per(R) = Fz[¢1(Z)] = {f e C*: 3Jael"Z) f=Fza}.
Notamos que para cada f en Wa,_per(R), existe una dnica sucesién a en (*(Z) tal que
f= fza.

La norma en W, per(R) se hereda de ¢(1(Z):

| Fzallw = |lall1-



Ejercicio.
Sea q € Z. Calcular Fze,.



Ejercicio.
Sea q € Z. Calcular Fze,.

Ejercicio.
Explicar la definicién de otra forma del 4lgebra de Wiener: W(T).



Ejercicio.
Demostrar que War_per(R) es un algebra de Banach conmutativa con identidad.

Indicacién: usar el hecho que £*(Z) es un espacio de Banach,

pero no usar las propiedades algebraicas de la convolucién.



Ejercicio.
Demostrar que War_per(R) es un algebra de Banach conmutativa con identidad.

Indicacién: usar el hecho que £*(Z) es un espacio de Banach,

pero no usar las propiedades algebraicas de la convolucién.

Ejercicio.
Demostrar las propiedades algebraicas de la convolucién,

usando el resultado del ejercicio anterior.



Algebra de convolucién <> algebra de Wiener

algebra | (X(Z) Wor-per(R)
operacion * mul. punto a punto

norma | |-l | I Fzallw = llalk
identidad € 1r
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Ejemplos de convoluciones

Calcular a*x b, cuando b € EI(Z), para cada uno de los siguientes casos.
@ a_; = ap = a; = 1/3, las demas componentes son 0.
@ 39 = —1, a; = 1, las demas componentes son 0.

@ a1 =a =1, ag = —2, las demas componentes son 0.



i Cémo invertir los elementos de (*(Z)?

Ejercicio. Consideremos la siguiente sucesion:

1 1
a= € — §e1 — 5671.

1 1
=1...,0,0, —3,1, 5,0,0, ... ).
a ( ) ) ) 37 737 ) ) )

Calcular f := Fza. Calcular g == 1r/f.

En otras palabras,

Descomponer g en fracciones elementales.

Encontrar b en ¢1(Z) tal que g = Fzb. Verificar que a* b = eg.



Teorema de Wiener (sin demostracion)

Teorema

Sea a € (}(Z) tal que la funcién Fza no se anula.

Entonces, existe b en ¢*(Z) tal que a* b = .

Otra forma equivalente.

Teorema
Sea f € Whrper(R) tal que f no se anula.
Entonces, existe g en War_per(R) tal que f g = 1g.

Una manera de demostracién: usar elementos de la teoria de Gelfand

(trabajar con los caracteres del algebra).



