Conjuntos convexos

Objetivos. Repasar la nocién de conjunto convexo en un espacio vectorial real.

Prerrequisitos. Espacios vectoriales, combinaciones lineales.

En este tema suponemos que V' es un espacio vectorial real o complejo. En el estudio de
conjuntos convexos siempre nos restringimos a escalares reales; en otras palabras, tratamos
V' como un espacio vectorial real.

1 Definicién (combinacién convexa). Sea V un espacio vectorial real y sean vy, ..., v,
vectores del espacio V. Entonces cualquier vector de la forma

m
E QpU,
k=1

m

donde ay > 0,...,a,, > 0y g ap = 1, se llama combinacion convera de los vectores
k=1

Viyeo oy Un-

2 Definicién (conjunto convexo). Sea V un espacio vectorial real. Un conjunto A C V
se llama convexo si para todo par de vectores a,b € A y todo par de escalares A\, u > 0
tales que A + p = 1, el vector Aa + pub también pertenece al conjunto A.

3 Proposicién (la interseccién de conjuntos convexos es convexa). Sea A un conjunto
de subconjuntos convexos de V. Pongamos

B=nA={zeV: VAe A ze A}
Entonces B es un conjunto convezo.

Idea de demostracion. En la definicién del conjunto convexo se usa solamente el cuan-
tificador V (no aparece el cuantificador 3), y en la definicién de la interseccién de una
coleccién de conjuntos también se utiliza solamente el cuantificador V. Dos cuantificado-
res V conmutan. 0
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4 Definicién (envolvente convexa o envoltura convexa de un conjunto). Sea X C V. La
envolvente conveza (o envoltura convera) de X es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de los elementos de X:

conV(X)::{Zakvk: me{1,2,...}, vi,...,v, € X,
k=1

m
al,...,amz(), Zak:l}
k=1

5 Proposicién (propiedad mondétona de la envoltura convexa). Sean X C Y C V.
Entonces conv(X) C conv(Y).

6 Proposicién (cada conjunto estd contenido en su envoltura convexa). Sea X C V.
Entonces X C conv(X).

Demostracion. Dado a en X, lo podemos escribir como Y ;" | ayxy, donde m =1, ay = 1,
T = a. O

7 Proposicién (un conjunto convexo coincide con su envoltura convexa). Sea A C V un
conjunto convero. Entonces conv(A) = A.

Idea de demostracion. Tenemos que demostrar que si m € {1,2,3,...}, vy,..., v, € Ay
m

ai,...,q, > 0 tales que Z a = 1, entonces
k=1

m
Z apu, € A.
k=1

Induccién matemaética sobre m. Notamos que para as # 1

aq Qo
’U1+
1—053 ]_—063

av1 + agvy + azvy = (1 — ag) ( v2> + a3us. O

Demostracion. Para cada m en {1,2,...} denotemos por C,, al siguiente conjunto:
m m
C,, = {xEV: Jvy, .o, €A dag,.. 0, >0 Zakzl Zakvk:x}.
k=1 k=1

Es fécil ver que conv(A) = J_, Cp,. Demostremos por induccién matemética sobre m
que C,,, € A para cada m en {1,2,...}. Obviamente C; = A. Supongamos que C,, C A
y demostremos que C,,,; C A.
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1 1
Seanx € V,vy,..., 041 € A, iy, ...,y > 0 tales que Z;njl ap=1yx= ka:l QU
Si a1 = 1, entonces x = v,,11 € A. Consideremos el caso a,,+1 < 1. Para cada k en
{1,...,m} pongamos

Q{ m

k

Br ) w = E BV
k=1

:1—am

Entonces > ", B =1y w € A por la hipétesis de induccién. Luego el vector = se puede
escribir como

T = (1 — py1)W + Qs 1Ump1.-

Usando la hipdtesis que A es convexo, concluimos que = € A. O

8 Proposicién (la envoltura convexa de un conjunto es un conjunto convexo). Sea X C
V. Entonces el conjunto conv(X) es convero.

Demostracion. Sean a,b € conv(X)y &, n > 0 tales que {41 = 1. Elegimos ay, . .., > 0,
Bi,. o, Bg =0, 2q,...,2, € X, y1,...,y, € X tales que

p p q q
Y=l Y apy=a, Y B=1, Y fyp=1
j=1 j=1 k=1 k=1
Pongamos

— {gaka ke {17""])}7 L {l’k7 ke{]-)vp}a
Ve = 2k =

NBk-p, k€{p+1,...,p+q} Yep, kKE{P+1,....p+4q}.
Entonces 21,...,2p4¢ € X, Y15+, Yptq = 0,

pt+q

p q
S w=6) a+nd B=1
k=1 k=1 o

asi que
p+q

a+nb= Z%Zk € conv(X). O

k=1

9 Proposicién (criterio de convexidad de un conjunto en términos de su envoltura con-
vexa). Sea X C V. Entonces X es convexo si y solo si conv(X) = X.

10 Proposicién (la envoltura convexa estd contenida en cualquier conjunto convexo que
contiene al conjunto original). Sea X C X y sea A C V un conjunto convezo tal que
X C V. Entonces conv(X) C A.
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Demostracion. Por las Proposiciones 5 y 7 tenemos conv(X) C conv(A4) = A. O

En la siguiente proposiciéon comparamos subconjuntos de V' por contencién (no por la
cardinalidad).

11 Proposicién (la envoltura convexa de un conjunto es el minimo entre todos los con-
juntos convexos que lo contienen). Sea X C V. Entonces conv(X) es el minimo elemento
de la coleccion

{AQV: XCA A Aescom)exo}.

Demostracion. Se sigue de las Proposiciones8, 6 y 10 O]

12 Proposicién (la envolutura convexa como la interseccién de cierta coleccion de con-
juntos convexos). Sea X C V. Pongamos

C::{ACV: A es convexo A XQA}.

Entonces conv(X) = NC.

13 Proposicién (la operacién “envoltura convexa’ tiene propiedad idempotente). Sea
X C V. Entonces
conv(conv(X)) = conv(X).
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