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Objetivos:
mostrar el anélisis de varios modos de convergencia

para un par de ejemplos de sucesiones de funciones.

Prerrequsitos:
la definicién del limite de una sucesién;
el criterio de la convergencia uniforme en términos de la norma-supremo;

criterios de varios modos de convergencia en términos de los conjuntos auxiliares:

A(e,n) = {x € X: |fa(x) — g(x)| > €}, B(e, k) == |J A(e, n),
n>k

C(e) = ﬂ B(e, k), D= U C(e).

keN e>0
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Definicion de los conjuntos auxiliares (repaso)

Sea (X, F, i) un espacio de medida,
sea f, € M(X,F,C) para cada nen N, sea g € M(X,F,C).
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keN
D= U C(e).

e>0



Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e

= lim sup|f( )—g(x)|=0

n—>oo




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e

= lim sup|f( )—g(x)|=0

n—>oo




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e
= ngrgosuplf( x) —g(x)| =0
= Ve>0 3JkeN B(e k)=0.




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e
= ngrgosuplf( x) —g(x)| =0
= Ve>0 3JkeN B(e k)=0.




Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e
= ngrgosuplf( x) —g(x)| =0
= Ve>0 3JkeN B(e k)=0.

f, % g = Ve>0 VxeX 3JkeN Vn>k |f(x)—gx)|<e



Introduccién
[e]e]e] le]e}

Definiciones y criterios de varios modos de convergencia (repaso)

f,=og =  Ve>0 JkeN VYn>k VxeX |f(x)—gx) <e
= ngrgosuplf( x) —g(x)| =0
= Ve>0 3JkeN B(e k)=0.

f, % g Ve>0 VxeX 3JkeN Vn>k |f(x)—gx)|<e

[

D=g.
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e Ve>0 lim u(B(e, k) =0.
k— 00
fy LSNP g e M({X€X3 f"(X)T—Qg(X)}):O
< uDb)=o0.
f, g = Ve>0  lim p(A(e; n)) = 0.
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fr = g fo 2
Ve >0, dk € N, B(e, k)
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R
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f, “':C“> g £, p-c.t.p. g
ve >0, lim u(B(e, k)) =0 uw(D) = 0
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Primer ejemplo (similar al nicleo de calor, Gauss—Weierstrass)

X =R, p es la medida de Lebesgue,

2,2 1, XZO;
f(x) = e "7, g(X):—{O < R\ {0}

f
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Calculo del limite puntual

fo(x) = e ™

Para cada punto fijo x en R calculemos el limite de f,(x), cuando n — oo.

Si x = 0, entonces f,(x) = 1 para cualquier n € N y por lo tanto f,(x) — 1.

2

Si x # 0, entonces —n?x% — —0co y por eso f,(x) — 0.
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Calculo del limite puntual

fo(x) = e ™
Para cada punto fijo x en R calculemos el limite de f,(x), cuando n — oo.
Si x = 0, entonces f,(x) = 1 para cualquier n € Ny por lo tanto f,(x) — 1.

2x2 — —0c0 y por eso f,(x) — 0. La funcién limite es

(x) = 1, x=0;
70, xer fob

Si x # 0, entonces —n
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Las funciones h, = |f, — g|

folx) =" (=t 70
nlX) =¢€ s X) =
& 0, xeR\{0}.

Denotemos por hy, a la funcién |f, — g|:

hn(x) = [fa(x) — g(x)| =
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Las funciones h, = |f, — g|

— 22 1, x =0;
fo(x) =e"%,  g(x) =
0, xeR\{0}.
Denotemos por hy, a la funcién |f, — g|:
0, x=0
hal) = |x) — g0 =

e x eR\ {0}
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Sea x = 0. Entonces h,(x) = 0 para cada n en N.
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Demostracién de la convergencia puntual por la definicion del limite

hn(x) = [fa(x) — g(x)| =

Sea x = 0. Entonces h,(x) = 0 para cada n en N.

Para cada € > 0 pongamos k = 1y para cada n > k obtenemos h,(x) < «.
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Analisis de la convergencia uniforme con la norma-supremo

e ™, xeR\{0}.
Para cada nen N,

h
[ hallsup = sup hy(x) =—= =5
x€eR
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Para cada nen N,

h, es par sup hn(X)

[ hnllsup = sup ha(x)
x€eR x>0
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Como  ||hnllsup ——0, concluimos que fn == g.
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Es suficiente calcular A(e, n) para e cercanos a cero.

Como las funciones h, toman valores de 0 a 1, supongamos que ¢ € (0,1).
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Para cada € en (0,1),

lim p(A(e,n)) = lim

n—o0 n—o00 n
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Analisis de la convergencia en medida

Para cada € en (0,1),

lim p(A(e,n)) = lim

n—o0 n—o00 n

Por lo tanto, f, = g.
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Calculo de los conjuntos B(e, k)

)

A = [~ ), (o, PO

En este ejemplo para cada ¢ en (0, 1) la sucesién (A(e, n))nen es decreciente, por eso

B(e, k) = U A(e, n) =

n>k
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Calculo de los conjuntos B(e, k)

)

VIn(1 VIn(1
Ale,n) = [_“(/E),O> U (o ”(/g)] .
n n
En este ejemplo para cada ¢ en (0, 1) la sucesién (A(e, n))nen es decreciente, por eso

B(e, k) = U A(e,n) = A(e, k) = [@ﬁ) U <0’ \/m] .

k

n>k
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Calculo de los conjuntos B(e, k)

)

VIn(1 VIn(1
Ale,n) = [_“(/E),O> U (o ”(/g)] .
n n
En este ejemplo para cada ¢ en (0, 1) la sucesién (A(e, n))nen es decreciente, por eso

B(e, k) = U A(g, n) = Ale, k) l@’0> U <0 \/m] .

= s k

n>k

Notamos que
de(=1/2) Vk e N B(e, k) # o.

Hemos comprobado que
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Calculo de los conjuntos B(e, k)

)

VIn(1 VIn(1
Ale,n) = [_“(/E),O> U (o ”(/g)] .
n n
En este ejemplo para cada ¢ en (0, 1) la sucesién (A(e, n))nen es decreciente, por eso

B(e, k) = U A(g, n) = Ale, k) l@’0> U <0 \/m] .

= s k

n>k

Notamos que
de(=1/2) Vk e N B(e, k) # o.

R
Hemos comprobado que =/~ g.

n—oo
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para € € (0,1),

Para cada € € (0,1),

Por lo tanto, f, SN g.



Primer ejemplo
0000000000080 00

El calculo de los conjuntos C(¢)

Para cada € € (0,1),

B(e, k) = [_'“(1/5) o) y (o V'(l/)]

k )
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El calculo de los conjuntos C(¢)

Para cada € € (0,1),
Be, k) = l-'““@o) 0 <0, '“(1/5)] .

Como
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El calculo de los conjuntos C(¢)

Para cada € € (0,1),
Be, k) = l-'““@o) 0 <0, '“(1/5)] .

Como

obtenemos
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El calculo de los conjuntos C(¢)

Hemos mostrado que para cada ¢ en (0,1),

Cle) =w@.

La familia (C(g))e>0 es decreciente, por eso para £ > 1 también obtenemos C(g) = @.
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Hemos mostrado que para cada € > 0,
Cle) =@.
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D= ] C(e) =
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El calculo del conjunto D

Hemos mostrado que para cada € > 0,
Cle) =@.
El conjunto de no convergencia es
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El calculo del conjunto D

Hemos mostrado que para cada € > 0,

Cle) =@.
El conjunto de no convergencia es
D= |]JCe)=2.
e>0

Hemos comprobado que f, B, g.
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El calculo del conjunto D

Hemos mostrado que para cada € > 0,

Cle) =@.
El conjunto de no convergencia es
D= |]JCe)=2.
e>0

R . -c.t.p.
Hemos comprobado que f, — g. Por consecuencia, f, RAASLN g.
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Conjuntos excepcionales de Egérov

Sea 17 > 0. Los incisos anteriores muestran que los conjuntos B(e, k) se concentran

cerca del punto 0, por eso definimos E como

E:{—”,"].
44

Entonces u(E) =n/2<n,y

2,2
lim sup hu(x) = lim sup e ™ = lim exp (_n U ) =0,

n—oo XGR\E n—oo X>77/4 n—oo

R\E
asi que f, :\> g.
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Segundo ejemplo (el tren que no regresa)

i R=>R, g:R—R,

fn = 1nnt1)s g = Or.
fa
1 — 5
1 Q I
1 2 3 4 5 6 7




Segundo ejemplo
0®00000000

Segundo ejemplo (el tren que no regresa)

i R=>R, g:R—R,




Segundo ejemplo
0®00000000
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i R=>R, g:R—R,
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fn = 1[n,n+1)'

= q
N
w
N
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[@)]
~

f(3.7) =
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fn = 1[n,n+1)'
fa
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A(37)=0, £H(3.7)=
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

._.
N
w <
~
o
o
-

x =37

A(37)=0, £H(3.7)=0, £(3.7)=1,
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

fn = 1[n,n+1)'
fa
1+ —
T T T Q \ T T
1 2 3 4 5 6 7
x =37

A7) =0, H(37)=0, HBT) =1 £{37)=
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

fn = 1[n,n+1)'
fs
1+ —
T Q
1 2 3 4 5 6 7
x =37
H(37)=0, BB =1, H(B7) =0, K>B7)=

f(3.7) =0,
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

fn = 1[n,n+1)'
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

fn = 1[n,n+1)'
fe
1+ —
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1 2 3 4 5 6 7
x =37

A(37)=0, H(37)=0, £3B7) =1 f(37)=0, (37)=0 (37 =
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El comportamiento en un punto, x = 3.7

fn = 1[n,n+1)'
fe
1+ —
— T Q
1 2 3 T 4 5 6 7
x =37

A(37)=0, H(37)=0, £3B7)=1 f(37)=0, (37)=0 £(3.7)=0.
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n—oo

Sean x € R, € > 0. Definimos
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Demostracién de la convergencia puntual por definicién

Mostremos que para cada x en R se tiene lim fo(x) = 0.
n—oo

Sean x € R, € > 0. Definimos
k = max{1, x|+ 1}.

Entonces k € N. Para cada n > k se cumplen las siguientes desigualdades:
x<|x]+1<k<n,

asi que x ¢ [n,n+ 1)y fh(x) =0. Por consecuencia, para n > k

fu(x) — g(x) =0 <.



Segundo ejemplo
0000@00000

Analisis de la convergencia uniforme

Definimos
hn(x) = |fa(x) — g(x)].

En este ejemplo,
hn(x) = fa(x) = 1[n,n+1)(X)-

Calculemos || hpl|sup. Por un lado, h,(x) < 1 para cada x en R.
Por otro lado, h,(n) = 1. Luego
||hn||sup =1L

R
Como || hnllsup —— 0, concluimos que f, == g.
n—o0

n—oo
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Ale,n) = {x € R: [fy(x) — g(x)] > }
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El calculo de los conjuntos A(e, n)

Para cada € en (0,1) y cada nen N,
Ale,n) = {x € R: [fy(x) — g(x)] > }

= {X cR: 1[n,n+1)(X) 2 6}
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El calculo de los conjuntos A(e, n)

Para cada € en (0,1) y cada nen N,
Ale,n) = {x € R: [fy(x) — g(x)] > }
= {x eR: 1y pp1)(x) > 6}

= [n,n+1).
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Analisis de la convergencia en medida

Para cadae € (0,1) y n € N,
A(e,n) =[n,n+1), 1(A(e, n)) = 1.

Para cada ¢ fijo en (0,1), p(A(e, n)) —=0.
(0@
Por eso f, no converge a g en medida.
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El calculo de los conjuntos B(e, k)

Para cada e € (0,1) y cada k € N,

B(e, k) = UAan U[n,n+l):[k,+oo).
n>k n>k
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para cada e € (0,1) y cada k € N,

B(e, k) = [k, +00), u(B(e, k)) =
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para cada e € (0,1) y cada k € N,

B(e, k) = [k, +00), w(B(e, k) = + oc.
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para cada e € (0,1) y cada k € N,
B(e, k) = [k, +00), w(B(e, k) = + oc.
Para cada ¢ fijo en (0, 1), por ejemplo, para ¢ = 1/2,

1(B(e, k)) —— 0.

n—o0
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para cada e € (0,1) y cada k € N,
B(e, k) = [k, +00), w(B(e, k)) = + .
Para cada ¢ fijo en (0, 1), por ejemplo, para ¢ = 1/2,
w(B(g, k) ——0.

Luego f, no converge casi uniformemente a g.
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Analisis de la convergencia casi uniforme

Para cada e € (0,1) y cada k € N,
B(e, k) = [k, +00), w(B(e, k)) = + .
Para cada ¢ fijo en (0, 1), por ejemplo, para ¢ = 1/2,
w(B(g, k) ——0.

Luego f, no converge casi uniformemente a g.

A la misma conclusién podemos llegar de otra manera:

si no converge en medida, entonces no converge casi uniformemente.
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El calculo de los conjuntos C(¢) y D

Para cada € en (0,1),

= () Ble. k) = () [k,+o0) =

keN keN

Como (C(g))e>0 “\, podemos concluir que para cada € > 1 también C(e) = @.
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Para cada € en (0,1),

C(e)= () Ble, k)= [ ]k,+) = 2.
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El calculo de los conjuntos C(¢) y D

Para cada € en (0,1),

C(e)= () Ble, k)= [ ]k,+) = 2.

keN keN

Como (C(g))e>0 “\, podemos concluir que para cada € > 1 también C(e) = @.

El conjunto de no convergencia es

D= UC(&):Q

e>0
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El calculo de los conjuntos C(¢) y D

Para cada € en (0,1),

= () Ble. k) = () [k,+o0) =

keN keN
Como (C(g))e>0 “\, podemos concluir que para cada € > 1 también C(e) = @.

El conjunto de no convergencia es

D= |]JC(e) =

e>0

Acabamos de comprobar que 1, R, g.
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Otros ejemplos

Ejemplo 3. X = R, p es la medida de Lebesgue,

n?
fn(X):m, g(x)=1.
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Otros ejemplos

Ejemplo 3. X = R, p es la medida de Lebesgue,

2

fa(x) = g(x)=1.

n? 4+ x2’

Ejemplo 4. X = [0,1], u es la medida de Lebesgue,

fo(x) = i /(ns1)1/n)  &(x) =0.
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Otros ejemplos

Ejemplo 3. X = R, p es la medida de Lebesgue,

2

fa(x) = g(x)=1.

n? + x2’
Ejemplo 4. X = [0,1], u es la medida de Lebesgue,
fo(x) = 111/(n+1),1/n); g(x)=0.

Ejemplo 5. X =[0,1), u es la medida de Lebesgue,
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Otros ejemplos

Ejemplo 6. X = R, i es la medida de Lebesgue,
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Otros ejemplos

Ejemplo 6. X = R, i es la medida de Lebesgue,

1

f, =—— =0.
H(X) 1+(X_n)27 g(X) O

Ejemplo 7. X =R, u es la medida de Lebesgue,
n, x€0,1/n],

fn(X):”'l[O,l/n] = {0 XGR\[O 1/n]
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Otros ejemplos

Ejemplo 8. X = R, i es la medida de Lebesgue,

1+n—x, x€[nn+1],
fo(x) = 1p1npy(x)- A= |x=nl) =q1—n+x, x€[n—1,n),
0, x€e€R\[n—1,n+1].



	Introducción
	Primer ejemplo
	Segundo ejemplo
	Otros ejemplos

