Subconjuntos conexos del eje real

Objetivos. Describir los intervalos en R de varias maneras equivalentes. Demostrar que
cada intervalo es un subconjunto conexo de R, y cualquier subconjunto conexo de R es un
intervalo. Como una aplicacién de este resultado, deducir el teorema del valor intermedio.

Prerrequisitos. Subconjunto conexo, intervalo, supremo, infimo.

En estos apuntes usamos la notacion [a, b] en el siguiente sentido:
[a,b] = {z €R: a <z <b}.

Por ejemplo, [5, —3] = @. De manera similar se definen intervalos de la forma [a, b), (a, b]
y (a,b).

1 Definicién. Un intervalo en R es un conjunto de R de la forma (a, b), o (a,b], o [a,b),
o [a,b], donde a,b € [—00, +00]. Notemos que si a = —o0, entonces se excluyen los casos
[a,b) y [a,b], y si b= +o0, entonces se excluyen los casos (a,b] y [a, b].

En otras palabras, los intervalos son conjuntos de las siguientes formas, con a,b en R,
a < b:

z, R, {a}, (a,+), |a,+00), (—00,b), (—00,b], (a,b), (a,b], [a,b), [a,b].

Otra opcidén es permitir a = b; asi obtenemos [a,a] = {a}, y los intervalos (a,al, [a,a) y
(a,a) son vacios.

2 Proposicién (descripcién de intervalos en términos elementales). Sea A C X. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es un intervalo en R,
(b) (inf(A),sup(A4)) € A,
(¢) para cualesquiera x,y en A, si x <y, entonces [x,y] C A.
Demostracion. Supongamos (a) y demostremos (b). Si A = @, entonces inf(A) = +oo0,

sup(A) = —o0, v
(inf(A),sup(A)) = (+00,—00) = @& C A.

Si A = {a} con a en R, entonces (Inf(A),sup(A4)) = (a,a) = @ C A. Cualquier intervalo
no degenerado (es decir, que contiene més de un punto) se puede escribir como (a,b),
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[a,b), o [a,b], donde —oco < a < b < +o00. Es facil ver que en cualquier caso

, O
= a, sup(4) = b,y (a,0) € A.

©)

’

m

(a, 0]
(4)

Supongamos (b) y demostremos (a). Si A = &, entonces (a) se cumple. Supongamos que
A # @. Sean a = inf(A), b = sup(A). Como A # &, existe un zg en A, y a < zg < b.
Consideremos varios casos y subcasos.

» ¢ = —00, b= +00. En este caso hay solo un subcaso: A = (—o0, +00) = R.
» a = —00, b€ R. Subcasos: A = (—00,b), A= (—00,b|.
» a € R, b= +o00. Subcasos: A = (a,+0), A= [a,+00).
» a € R, b e€R. Subcasos: A = (a,b), A= (a,b], A=a,b), A=[a,b].
En todos los casos y subcasos, A es un intervalo.

Supongamos (b) y demostremos (c). Sean z,y € A, < y. Como inf(A) <z <y <
sup(A), obtenemos (z,y) C (inf(A),sup(A)). Luego

[z, y] = {x} U (2,y) U{y} C {z} U (inf(A),sup(A)) U {y} C A.

Supongamos (c¢) y demostremos (b). Sea a € (inf(A),sup(A)). Entonces, por la definicién
de inf(A), existe z en A tal que z < a, y por la definicién de sup(A), existe y en A tal
que a < y. Tenemos = < a < y, donde x,y € A. Por la condicién (c), a € A. n

3 Teorema (descripcion de los subconjuntos conexos de R). Sea A C R. Entonces A es
conexo si, y solo si, A es un intervalo.

Demostracion. 1. Supongamos que A no es intervalo y mostremos que A es disconexo.
Como A no es invervalo, existen z,y en R tales que z <y y [x,y] € A. Entonces existe z
talque x < z <yy z ¢ A. Pongamos V = (—o0, z), W = (2,4+00). Entonces VN A # @,
WNA#o, (VNAUwNA) =A\{z} =4,y VNWnNA=g. Hemos demostrado
que A es disconexo.

2. Supongamos que A es un intervalo y mostremos que A es conexo. Razonando por
reduccién al absurdo supongamos que A es disconexo. Entonces A se puede partir en dos
partes Py @, abiertas en A. Sean a € P, b € (). Consideremos el caso a < b (el otro caso
es similar). Pongamos

¢ == sup([a, b] N P).

Entonces el punto ¢ puede pertener al conjunto P o al conjunto Q).
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= Sea c € P. Como b € (), obtenemos que ¢ < b. Como P es abierto, existe r > 0 tal
que By(e,r) C P, esto es, (c —r,c+7r)NA C P. Pongamos r; = min{r,b — c}.
Entonces [¢,c+ r1) C [a,b] N P. En particular, ¢+ 17 /2 € [a,b] N P, y

c=sup([a,b]NP) >c+ri/2>c

= Sea ¢ € (). Como a € P, obtenemos que a < ¢. Como () es abierto, existe r > 0 tal
que By(c,r) € Q, esto es, (c—r,c+1r)NA C Q. Pongamos r; = min{r,c — a}.
Entonces (¢ — 1, ¢] C [a,b] N Q. Luego [a,b] NP C [a,c—1]y

c=sup([a,b)NP)<c—r <c.

En cada uno de los dos casos hemos obtenido una contradiccién. Por lo tanto, A es
CONexo. O

4 Teorema (teorema del valor intermedio). Sean a,b € R, a < b, y sea f € C([a,b],R).
Pongamos v = min{ f(a), f(b)}, w = max{f(a), f(b)}. Entonces para cada y en [v,w]
existe x en |a,b] tal que f(z) =y.

Demostracion. Vamos a usar el Teorema 3 y el resultado (demostrado anteriormente)
que la imagen de cualquier espacio métrico conexo bajo cualquier funcién continua es un
conjunto conexo en el codominio.

Por el Teorema 3, el intervalo [a, b] es un conjunto conexo. Como f es continua, el conjunto

f([a, b]) es conexo en R. Aplicando el Teorema 3 otra vez concluimos que f([a,b]) es un
intervalo en R. Ademads, v,w € f([a,b]). Si y € [v,w], entonces y € f([a,b]). O
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