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Objetivo. Demostrar que para cada a > 0 existen Ci(a), Go(ar), G3(er) > 0 tales que
Vx € [0, +00) x* < CG(a) €,
Vx € (0, +00) In(x) < G(a)x?,

Vx € (0,1] [In(x)|] < G(a)x™ .



Objetivo. Demostrar que para cada a > 0 existen Ci(a), Go(ar), G3(er) > 0 tales que

Vx € [0, +00) x* < CG(a) €,
Vx € (0, +00) In(x) < G(a)x?,
Vx € (0,1] [In(x)|] < G(a)x™ .

Como la herramienta principal, usaremos la expansién de la funcién exponencial en una serie

de potencias:

OOX
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Expansién de exp en una serie de potencias

Hay varios caminos equivalentes para definir exp y In.

En todos estos caminos se pueden demostrar los siguientes hechos.
=
e’ = exp(x kz_: o (x €R),

exp’ = exp,
) = x (x >0),
b = exIn(b) (x eR, b>0),

Aqui los aceptamos sin demostracion.



Monotonia de las funciones exponenciales con varias bases (recordatorio)

Proposicién
Sean b>1, f:R — (0,+00), f(t):=b".

Entonces f es estrictamente creciente:

vibueR  (t<u) = (b'<bY).




Monotonia de las funciones exponenciales con varias bases (recordatorio)

Proposicién
Sean b>1, f:R —(0,+00), f(t):=b".

Entonces f es estrictamente creciente:

vibueR  (t<u) = (b'<bY).

Proposicién
Sean0<b<1l g:R—(0,+x), g(t):=>b"
Entonces g es estrictamente decreciente:

Vt,u e R (t < u) — (b* > b").
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Sea o > 0. Entonces existe Ci(«) > 0 tal que para cada x > 0

x* < G(a)eX.




Proposicién
Sea a > 0. Entonces existe Ci(a) > 0 tal que para cada x > 0

x* < G(a)e.

Demostracion. Sea m € N tal que o < m (por ejemplo, m = [a]). Entonces para x > 1

Sea n € Ny tal que n < «a (por ejemplo, n = |«]). Entonces para 0 < x <1

k

=nl e < mleX.

x" X
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La desigualdad requerida se cumple con Ci(«) :== m!.



Para cada x en R,

e > x+1.




Proposicién
Para cada x en R,
e >x+1.

Demostracion. Definimos f: R — R, f(x) =¥ —x — 1.

Analizamos la monotonia de f, usando su derivada f’(x) = e* —1.

F\ | f

<0 0 >0
La funcién f alcanza su minimo global en el punto 0, y

e —x—1=1f(x)>f(0)=0 (x € R).



Proposicién
Para cada t > 0,
In(t) <t—1.

Demostracion. Pongamos x = In(t) y aplicamos la proposicién anterior:

t=e) =& >x4+1=In(t)+1.

Otra forma equivalente de esta desigualdad:

In(l1+u)<u (u>-1).



Proposicién

Sea a > 0. Entonces existe Co(«v) > 0 tal que para cada x > 0 se cumple la desigualdad

In(x) < G(a)x“.




Proposicién
Sea a > 0. Entonces existe Co(«v) > 0 tal que para cada x > 0 se cumple la desigualdad

In(x) < G(a)x“.

Demostracion. Pongamos t = x® y aplicamos la desigualdad In(t) <t — 1:
aln(x) =In(x*) =In(t) <t —-1<t=x%

Dividimos entre «:

1
| < —x“.
n(x) O{x



Proposicién
Sea o > 0. Entonces existe C3(«) > 0 tal que para cada x en (0, 1]

[In(x)] < Gg(a)x™ .




Proposicién
Sea o > 0. Entonces existe C3(a) > 0 tal que para cada x en (0, 1]

[In(x)] < Gg(a)x™ .

Demostracion. Pongamos t = 1/x. Entonces t > 1.
Aplicamos la desigualdad In(t) < Gy(«)t™:

|In(x)| = —In(x) = In(t) < G(a)t* = C(a)x™“.



