Conjuntos cerrados en espacios métricos

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de conjuntos cerrados en espacios métricos.
Prerrequisitos. Propiedades de conjuntos abiertos en espacios métricos.

1 Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto F' C X se llama cerrado en X
si X \ Fe Td-

2 Proposicion. Denotemos por ag al conjunto de los subconjuntos cerrados de X.
1. Si B C ag4, entonces NG € ay.
2. 8i F,G € oy, entonces FUG € ay.
3. 9, X € qy.

Demostracion. La idea de la demostracién es aplicar propiedades de 74 y leyes de De
Morgan. Demostremos 1. Sea 5 C a4. Pongamos 0 == {A C X: X \ A € 5}. Entonces
o C 714. Por las propiedades de 74, concluimos que Uos € 74. Luego X \ (Uo) € ay.
Mostremos que X \ (Uo) = NS. En efecto,

re€X\(Uo) <= (A€o z€A) < VAco z¢A
<— VA€o z€eX\A < VFep ze€F
— xeng. n

3 Ejercicio. Pongamos X := NU {co}. Definimos f: X — [0, 1] como

fln) = {T et

1, n = 00.
Definimos d: X? — [0, +00) mediante la regla

d(m,n) = [f(m) — f(n)].

Encontrar los conjuntos cerrados en (X, d).
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