Operadores autoadjuntos

Objetivos. Estudiar propiedades elementales de los operadores autoadjuntos.

Prerrequisitos. El operador adjunto de un operador lineal acotado que actiia en un
espacio de Hilbert, las formas sesquilineales y cuadraticas.

1 Definicién. Sea H un espacio de Hilbert y sea A € B(H). Se dice que A es autoadjunto
si A=A

2 Observacién. Sea A € B(H). Entonces la condicién A = A* es equivalente a la
condicién que

(Az,y) = (z, Ay)

para cualesquiera z,y en H. La ultima condicién es en cierto sentido mas constructiva y
mas facil de verificar porque no utiliza el operador adjunto.

3 Observacion. Si A es autoadjunto, entonces A es normal:

A*A = A* = A A"

4 Ejercicio (criterio del operador autoadjunto en términos de la forma sesquilineal aso-
ciada). Dado A en B(H), denotamos por f4 la forma sesquilineal asociada:

falz,y) = (Ax,y).

Dada una forma sesquilineal acotada g, denotamos por g* su adjunta:

9 (z,y) = g(y, ).
Demostrar que

A=A — fa= fa.

5 Proposicién (criterio del operador autoadjunto en términos de los valores de la forma
cuadrética asociada). Sea A € B(H). Entonces A es autoadjunto si, y sdlo si, (Azx,x) € R
para cada x en H.

Operadores autoadjuntos, péagina 1 de 3



Demostracion. 1. Si A = A*, entonces para cada x en H obtenemos que

(Az,z) = (v, Ax) = (Az, x).

2. Supongamos que (Azx,x) € R para cada x en H. Entonces para cada x en H tenemos

(Az,z) = (Ax,z) = (x, Ax) = (A%x, T).

Usamos la identidad de polarizacion:
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(Ax,y>—4§1 (A(z +1"y),z +1 y)—4§1 (A*(z +1"y),z +1"y) = (A"x,y).

Luego A = A*. m
6 Observacion. Antes ya demostramos una propiedad similar para las formas sesquili-
neales acotadas. Si g € S(H), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

*

=g =4,
» g(z,x) € R para cada x en H.

La Proposicién 5 es un caso particular de este hecho, para g = fa.

7 Proposicién (la norma del operador autoadjunto coincide con la norma de su forma
cuadrética). Sea A € B(H) tal que A = A*. Entonces

|All = sup [(Az, z)].
H
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Demostracion. Denotemos el lado derecho por M. Si ||z]] < 1, entonces |(Ax, z)| < [|A]|.
Por eso M < ||A]|.

Por otro lado, es facil ver que |(Ax,z)| < M||x||? para cada  en H. Sean x,y € H con
[zl = flyll = 1.
(Alx +y), z +y) = (Az,z) + 2Re((Az,)) + (Ay,y).
Aplicando esta identidad con —y en lugar de y y restando dos igualdades, obtenemos
4Re({Az,y)) = (A(z +y), z +y)) — (Alz —y),z —y).
Luego por la ley de paralelogramo

4 Re((Az, )| < M([lz +ylI* + llz — ylI*) = 2M ([[2]* + [ly[*) < 4M,
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asi que
| Re((Az,y))| < M.

Escribimos (Az,y) como e'? |(Az,y)| y aplicamos la desigualdad anterior con e~z en
vez de x. Entonces obtenemos que

|[(Az, y)| < M.

De aqui se sigue que ||A|| < M. O
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