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@ Definir el concepto de nlcleos aproximativos en R.

@ Conocer un par de ejemplos.
@ Demostrar el teorema de aproximacién para f en Cp,(R).
e Demostrar el teorema de aproximacién para f en L*(R).

@ Demostrar la propiedad inyectiva de la transformada de Fourier.



Prerrequisitos

Propiedades de la integral de Lebesgue.

El espacio L}(R).

Funciones uniformemente continuas, el medidor de continuidad uniforme.
La integral de Lebesgue y traslaciones.

Teoremas de Tonelli y Fubini.

Convolucién y sus propiedades basicas.
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@ Nicleos aproximativos
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Nucleo aproximativo: definicién

Una familia (K¢)¢>0 con valores en L1(R) se llama nicleo aproximativo , si
Q sup ||Ktll1 < +oo;
t>0
©Q paracadat >0,

/IR Ki(x)dx =1,

© paracada d > 0,
Ty / IK:(x)] dx = 0.
R\(—4,8)

t—0*
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Familia de Dirac: definicion

Una familia (K¢)¢>o con valores en L1(R) se llama familia de Dirac , si

©Q paracadat>0yctp. xenR,

K:(x) > 0;

@ paracadat >0,

/]R Ki(x)dx = 1;

@ paracada d > 0,

I'm/ Ki(x)dx = 0.
£0 R\(—4,9) t(x) dx
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Sea (K:)t>o una familia con valores en L}(R).

Entonces, (K:)t>0 es una familia de Dirac si, y solo si,

© (Kt)t>0 es un nicleo aproximativo,

@ Ki(x)>0paracadat>0yctp. xenR.
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Terminologia

En vez de la frase “nicleo aproximativo”, algunos autores prefieren usar otros términos:
@ nucleo bueno,
@ identidad aproximada,

@ aproximacién de la identidad.
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Se puede trabajar con un conjunto dirigido de indices, en vez de (0, +00)

De manera mas general, podemos suponer que
@ J es un conjunto dirigido,
o (Kt)tes es una familia (red) en L1(R),
@ sup,c ||Ke|l1 < +o0,
oVteJ [pKedp=1,

@ Paracada d > 0,

Iim/ |f|dp = 0.
teJ R\(—4,5)
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Una propiedad de funciones Lebesgue integrables

F = la o-algebra de Lebesgue en R,

1= la medida de Lebesgue en R.

Proposicién (repaso)

Sea g € L1(R). Entonces,

I dy =0.
M e WY
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Repaso: la integral de Lebesgue y dilataciones

Proposicién (repaso)
Sea f € M(R, F,[0,+0¢]) y sea a > 0. Entonces,

0 dut) = a [ Fax)duto).
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Repaso: la integral de Lebesgue y dilataciones

Proposicién (repaso)
Sea f € M(R, F,[0,+0¢]) y sea a > 0. Entonces,

| f0)du() = a [ fax)du(x)

Proposicién (repaso)

Sea f € M(R, F,[0,+0¢]), sea Y € F y sea a > 0. Entonces,

J 0 dut) =a [, flax)du()
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Una receta para construir familias de Dirac

Proposicion

Sea g € L1(R) tal que g(x) >0y ||g|/s = 1. Para cada t > 0, pongamos
1 /x

Entonces, (K:)t>0 es una familia de Dirac.
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Demostracion

| Kellr =
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1 X
Kill1 = - —]d
kel =5 [&(5) ax
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Demostracion

1 X x=ty
K=~ [ g(%)d
kel =5 [&(5) ax
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ g() dx < /g(y)dy
R t R
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =
R t R
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,
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Demostracion
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||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
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Sea § > 0. Entonces,
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
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Sea § > 0. Entonces,
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,

Ki(x)dx = % / g (X) dx =¥ / g(y)dy.

R\(=4,9) R\(=4,9) R\(-46/t,6/t)

Calculemos el limite de esta integral:

lim / g(y)dy

6—0+

R\(—46/t,6/t)
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Demostracion

1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,

Ki(x)dx = % / g (X) dx =¥ / g(y)dy.

R\(=4,9) R\(=4,9) R\(-46/t,6/t)

Calculemos el limite de esta integral:

L=5/t

lim / g(y)dy

6—0+

R\(—46/t,6/t)
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1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,

R\(=4,9) R\(=4,9) R\(-46/t,6/t)

Calculemos el limite de esta integral:

im [ ey = im [ ey

0—0* L—+o00
R\(—6/t,5/t) R\(—L,L)
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1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,

R\(=4,9) R\(=4,9) R\(-46/t,6/t)

Calculemos el limite de esta integral:

lim / g(y)dy =2 jim / gly)dy 2228

0—0* L—+o00
R\(—6/t,5/t) R\(—L,L)
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1 X x=t
||KtH1 = ?/ 8 () dx < /g(y)dy =1
R t R

Sea § > 0. Entonces,

R\(=4,9) R\(=4,9) R\(-46/t,6/t)

Calculemos el limite de esta integral:

im [ edy =2 im [ g(y)ay £ o

0—0* L—+o00
R\(—6/t,5/t) R\(—L,L)
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Ejemplo con la funcién gaussiana

Seag: R — R,

Entonces, (K, )u>0 es una familia de Dirac.
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Ejemplo con la funcién gaussiana

Proposicion

Seag: R — R,

Entonces, (K, )u>0 es una familia de Dirac.

Demostraciéon. Sabemos que

.2
e ™ dx =1.
R
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

1 <2
H(x) = it e 4 (t>0, x € R).
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

Proposicién (el niicleo de Gauss—Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

Proposicién (el niicleo de Gauss—Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracion.
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = 1e™ w7



Ndcleos aproximativos
00000000000 e000

El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = 1e™ w7
Hacemos el cambio de variable
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = 1e™ w7
Hacemos el cambio de variable u = v/4nt:

K /ami(x) =
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = Le
Hacemos el cambio de variable u = v/4rt:
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = 1e™ w7
Hacemos el cambio de variable u = v/4nt:
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El ndcleo de calor (= el nicleo de Gauss—\Weierstrass)

(H:)t>0 es una familia de Dirac.

Demostracién. Ya vimos el ejemplo K,(x) = 1e™ w7
Hacemos el cambio de variable u = v/4nt:

K am(x) = e it = Hy(x).

Cuando t — 0, obtenemos u — 0.
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El ndcleo de Poisson en la recta real

Ejercicio. Sea

P, (x) ::ﬁ (y >0, x € R).

Demostrar que (Py),~0 es una familia de Dirac.
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El nicleo de Fejér en la recta real

Ejercicio. Sea

X

Oo(x) =t (Se”7rfx>2.

Demostrar que (®¢)¢~0 es una familia de Dirac.
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Ejercicio. Encontrar un nicleo aproximativo que no sea una familia de Dirac.
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© Convolucién (repaso)
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

[ (L176= 1801 an) ) dut)
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

[ (L 16— llg)1autn) ) dutx) =
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

A (/R Foc=y)l el du<y>) du(x) = [ llllgllx
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

[ (176 = 1 g1 duty) ) dut) = 1l lels <
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

L (L1#6c= el duts) ) duG) = el < + o



Convolucién (repaso)
[e] Jele)]

Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

L (L1#6c= el duts) ) duG) = el < + o

Por lo tanto, p(R \ B) = 0, donde

B={xeR: [ If(x=y)leW)lduly) < +oo
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

L (L1#6c= el duts) ) duG) = el < + o

Por lo tanto, p(R \ B) = 0, donde

B={xeR: [ If(x=y)leW)lduly) < +oo

Se define f x g: R — C, (f xg)(x) =
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Convolucién de funciones de clase £!(RR)

Si f,g € L}(R), entonces

L (L1#6c= el duts) ) duG) = el < + o

Por lo tanto, p(R \ B) = 0, donde

B={xeR: [ If(x=y)leW)lduly) < +oo

/fx— (y)v XGBa
x € R\ B.

Se define f x g: R — C, (fxg)(x
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Propiedades de la convolucién de funciones de clase £(RR)

o Ni(f xg) < Ni(f)Ni(g).

@ Propiedad lineal respecto a cada uno de los argumentos.
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Propiedades de la convolucién de funciones de clase £(RR)

o Ni(f xg) < Ni(f)Ni(g).

@ Propiedad lineal respecto a cada uno de los argumentos.

@ Propiedad asociativa.
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Propiedades de la convolucién de funciones de clase £(RR)

o Ni(f xg) < Ni(f)Ni(g).

@ Propiedad lineal respecto a cada uno de los argumentos.
@ Propiedad asociativa.

@ Propiedad conmutativa.
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Propiedades de la convolucién de funciones de clase £(RR)

Ni(f x g) < N1(F)Ni(g).

Propiedad lineal respecto a cada uno de los argumentos.

Propiedad asociativa.

Propiedad conmutativa.

Si f p-c.t.p. p-c.t.p.

p-c.t.p.
g, u v, entonces f * U ———

g * V.
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Propiedades de la convolucién de funciones de clase £(RR)

o Ni(f xg) < Ni(f)Ni(g).

@ Propiedad lineal respecto a cada uno de los argumentos.
@ Propiedad asociativa.

@ Propiedad conmutativa.

. -c.t.p. -c.t.p. -C.t.p.
o Sif £ £ £

g, u v, entonces f * u

g * V.

Debido a la dltima propiedad, podemos considerar * como una operacién en L!(R).
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Convolucién f * g para f € LY(R), g € L2(R)

Sean f € LY(R), g € £L>(R). Entonces, para cada x en R,

L1 = I el duty) < +.
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Convolucién f * g para f € LY(R), g € L2(R)

Sean f € LY(R), g € £L>(R). Entonces, para cada x en R,

L1 = I el duty) < +.

Se define f x g: R — C,

(f xg)(x /fx— du(y).



Convolucién f * g para f € LY(R), g € L2(R)

Sean f € LY(R), g € £L>(R). Entonces, para cada x en R,

L1 = I el duty) < +.

Se define f x g: R — C,

(f xg)(x /fx— (y)-

Entonces, f x g € L2(R) y

Noo(f * 8) < N1(F)N(8)-
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© Continuidad del desplazamiento
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Desplazamientos de una funcién

Sea f ¢ M(R,F,C) yseaheR.

Denotemos por 7,f a la funcién
(Thf)(x) = f(x — h).

Ejercicio. Sea f € L(R) y sea h € R. Demostrar que 7,f € L}(R) y

Imaflle = [If]]1-
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Continuidad del desplazamiento en C.(R)

Proposicion
Sea f € C.(R). Entonces,

lim [[75f — llsup =0, fim [Iraf — £l =0.
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Demostracion, inicio

Para cada hen R y cada x en R,

[f(x = h) = f(x)] <
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Demostracion, inicio

Para cada hen R y cada x en R,
|f(x = h) = F(x)| < we([h]).

Por lo tanto,
[ 7hf — fllsup < wr(|h]),

Como f es uniformemente continua, esta expresion tiende a 0 cuando h — 0.
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.

Si he Ry |h| <L, entonces

Vx € R\ (—2L,2L)  f(x — h) = 0.
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.

Si he Ry |h| <L, entonces
Vx € R\ (—2L,2L) f(x—h)=0.

Luego

l7nf — fllx =
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.

Si he Ry |h| <L, entonces
Vx € R\ (—2L,2L) f(x—h)=0.

Luego

liraf — fll = /R|f(x—h)— F(x)] dx =



Continuidad del desplazamiento
0000@00000

Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.

Si he Ry |h| <L, entonces
Vx € R\ (—2L,2L) f(x—h)=0.

Luego

I7af — Fllx = /R|f(x—h)—f(x)|dx: /(LL)|f(x—h)—f(x)|dx§

)
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx eR\ (=L, L)  f(x)=0.

Si he Ry |h| <L, entonces
Vx € R\ (—2L,2L) f(x—h)=0.

Luego

lrpf — Fll = /R|f(x—h)—f(x)|dx: /(LL)|f(x—h)—f(x)|dx§2Lw,c(]h|).

)
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Demostracion, final

Sea L > 0 tal que

Vx e R\ (—L,L) f(x) =0.
Si he Ry |h| <L, entonces
Vx € R\ (—2L,2L) f(x—h)=0.

Luego

lrpf — Fll = /R|f(x—h)—f(x)|dx: /(LL)|f(x—h)—f(x)|dx§2Lw,c(]h|).

)

Como f es uniformemente continua, la dltima expresion tiende a 0 cuando h — 0.
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Continuidad del desplazamiento en L*(R)

Teorema
Sea f € L'(R). Entonces,

ATO ||Thf — f||1 =0.
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Demostracion

Sea e > 0.
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L1(R),
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

If —glli <
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

|V—ﬂh<3
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior,
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior, encontramos § > 0 tal que Vh € (—4,9) se cumple

e

Hg—mmh<3
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior, encontramos § > 0 tal que Vh € (—4,9) se cumple

e

Hg—mmh<3

Entonces para cada h en (—0, de) obtenemos

[Thf — fll1 <
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior, encontramos § > 0 tal que Vh € (—4,9) se cumple

e

Hg—mmh<3

Entonces para cada h en (—0, de) obtenemos

IThf — flls < l|7hf — Thells + I7hg — gll1 + [lg — fll1
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior, encontramos § > 0 tal que Vh € (—4,9) se cumple

e

Hg—mmh<3

Entonces para cada h en (—0, de) obtenemos

T = flls < lI7hf — Theglls + |7he — gll1 + |lg — fll1 <
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Demostracion

Sea € > 0. Usando la densidad de C.(R) en L!(R), encontramos g en C.(R) tal que

&)

If —glli < -

Usando la proposicién anterior, encontramos § > 0 tal que Vh € (—4,9) se cumple

e

Hg—mmh<3

Entonces para cada h en (—0, de) obtenemos

| Taf — flls < ||7hf — Thglls + |7 — gll1 + [lg — fll1 <e.
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Convolucion en términos de la funcion desplazada

Ejercicio. Mostrar que

(F&)(x) = [ (7, )(g(y) .,

R

cuando la convolucién esta bien definida.
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Continuidad del desplazamiento en LP(R)

Ejercicio. Sean 1 < p < 400 y f € LP(R). Demostrar que

lim [|74f — £, = 0.
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Continuidad de la convolucién f * g con f € L}, g € L™

Ejercicio. Sean f € L1(R), g € L°(R). Demostrar que f * g € Cpy(R).
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@ Aproximacién en L1(R)



Aproximacién en L!(R)
0@e000

Aproximacién en L!(RR)

Teorema

Sea f € L}(R) y sea (K;)r>0 un niicleo aproximativo. Entonces,

IF * Ke — Fll = 0.

lim
t—0




zamiento Aproximacién en L!(R)
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Demostracion, inicio

Notamos que

|(F % Ke)(x) = F(x)] S/RIKr(y)\ [(7y F)(x) = F(x)| dy-
Integramos sobre x e intercambiamos las integrales usando el teorema de Tonelli:
I 5 ke = fll < [ ([ I 1m0 - 7o)l dy ) ax
= [ (L1150 = Gl ax) dy = [ 1Kl = Fla dy.
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Demostracion, continuacién

I 5 Ke = Fll < [ 1Ke] Iy = Fllady.

Para cada § > 0 dividimos la dltima integral en dos partes:

IFske=flr< [ 1K e = fludy+ [ K f = fldy
8,8) R\(—6,6)

)

<supllKells sup_liryf — flla+2lfls |
t>0

|Ke(y)ldy.
y€(—6,6) R\ (—4,6)
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Demostracion, final

Sea € > 0.
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Demostracion, final

Sea € > 0.

Usando el hecho que ||74f — f||; — 0 cuando y — 0, encontramos § > 0 tal que

sup |7 f — flly < c
T =1 < -—.
ye(—ss) 2sup;~ ||Ktll1
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Demostracion, final

Sea € > 0.

Usando el hecho que ||74f — f||; — 0 cuando y — 0, encontramos § > 0 tal que

sup |7 f — flly < c
T =1 < -—.
ye(—ss) 2sup;~ ||Ktll1

Aplicando la definicién del nicleo aproximativo,

encontramos to > 0 tal que para cada t en (0, tp)

g
K dy < ———.
foony KON < ey
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Demostracion, final

Sea € > 0.

Usando el hecho que ||74f — f||; — 0 cuando y — 0, encontramos § > 0 tal que

sup |7 f — flly < c
T =1 < -—.
ye(—ss) 2sup;~ ||Ktll1

Aplicando la definicién del nicleo aproximativo,

encontramos to > 0 tal que para cada t en (0, tp)

g
K dy < ———.
foony KON < ey

Para cada t en (0, tg), obtenemos ||f * Ky — f|[1 < €.
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Convolucion con el nicleo de calor, repaso

Proposicion

Sea f € L}(R). Entonces, para cada t > 0y cada x en R,

(f * Ht)(X) = / e—47r2t§2 ’f\-(é.) e27ri§X dé—
R




La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.




La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(f x He)(x) =



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(f* Ht)(X) — /e747r2t§2 "E(é.) e27ri§x dg

R



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(F * He)(x) = / e TR T de =

R



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(F e H)() = [ € F(g) e e ag =o.
R



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(F e H)() = [ € F(g) e e ag =o.
R

Luego,
[Flle SNF = F o Hello + [IF % Hello = [If — £ % Hell1.



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(F e H)() = [ € F(g) e e ag =o.
R

Luego,
[Flle SNF = F o Hello + [IF % Hello = [If — £ % Hell1.

Pasamos al limite cuando t — 0" y obtenemos



La propiedad inyectiva de la transformada de Fourier

Teorema

Sea f € L}(R) tal que f = 0. Entonces, f = 0 c.t.p.

Demostracién. Para cada t > 0 y cada x en R, obtenemos

(F e H)() = [ € F(g) e e ag =o.
R

Luego,
[Flle SNF = F o Hello + [IF % Hello = [If — £ % Hell1.

Pasamos al limite cuando t — 0" y obtenemos ||f||; = 0.
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Repaso: el medidor de continuidad uniforme

(en la terminologia antigua, el “médulo de continuidad uniforme™)

Sea f: R — C. Definimos wr: (0, +00) — [0, +00],

wr(8) =sup {If(x) = F()]: x,y €R, [x—y| <}
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Repaso: el medidor de continuidad uniforme

(en la terminologia antigua, el “médulo de continuidad uniforme™)

Sea f: R — C. Definimos wr: (0, +00) — [0, +00],

wr(8) =sup {If(x) = F()]: x,y €R, [x—y| <}

Ejercicio. Demostrar que wys es una funcién decreciente.



Aproximacién uniforme
(o] Jelelele]e]

Repaso: el medidor de continuidad uniforme

(en la terminologia antigua, el “médulo de continuidad uniforme™)

Sea f: R — C. Definimos wr: (0, +00) — [0, +00],

wr(8) =sup {If(x) = F()]: x,y €R, [x—y| <}

Ejercicio. Demostrar que wys es una funcién decreciente.

Ejercicio. Demostrar que f es uniformemente continua <= 6Iim+ wr(d) =
—0
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Aproximacion uniforme con los niicleos aproximativos

Cpu(R) = el espacio de las funciones acotadas y uniformemente continuas.

Teorema

Sea f € Cpy(R) y sea (Kt)¢r>0 un nicleo aproximativo. Entonces,

li f* Ki — fllsup = 0.
t_'}’ngH * R ||sp
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Demostracion, inicio

Sea

M = sup ||Kt||1-
>0
Sabemos que M < 4+o00. Ademas, sabemos que

lim wr(0) =0.

6—0+

Para cada t > 0y cada x € R,

|(f % Ke)(x) = £(x)] S/R!Kt(y)\!f(X—y)—f(X)!dy-
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Demostracion, continuacién

Para cada § > 0, dividimos la integral en dos partes.

(Fx K)0) = 01 < [ 1K 1F(x = y) = F()] dy
< [y O = FI K]

+ If(x —y) = f(y)l |Ke(y)| dy
R\(—(S,é)

< wr(5)M + 2||Fllsun /]R INLAOLY

)
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Hemos mostrado que

IF % Ke — Fllsup < wr(5)M + 2]/ lsuo /IR INLAOLEYZ

)
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Hemos mostrado que

IF % Ke — Fllsup < wr(5)M + 2]/ lsuo /IR INLAOLEYZ

)

Sea £ > 0. Como lims_,g+ wr(d) =0,
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Hemos mostrado que

IF % Ke — Fllsup < wr(5)M + 2]/ lsuo /IR INLAOLEYZ

)

Sea £ > 0. Como lims_,g+ wr(d) = 0, elegimos § > 0 tal que
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Hemos mostrado que

Hf* Kt - stup S w,r((S)M-l- 2HfHSUP/R

)

Sea £ > 0. Como lims_,g+ wr(d) = 0, elegimos § > 0 tal que

Luego elegimos ty > 0 tal que para cada t en (0, ty)

g
Ke(y)|dy < —— .
/R\(—M)' )l dy 4| fllsup +1

|Ke(y)| dy-
5,5)



Hemos mostrado que

Hf* Kt - stup S w,r((S)M-l- 2HfHSUP/R

)

Sea £ > 0. Como lims_,g+ wr(d) = 0, elegimos § > 0 tal que

Luego elegimos ty > 0 tal que para cada t en (0, ty)

g
Ke(y)|dy < —— .
/R\(—M)' )l dy 4| fllsup +1

Entonces para cada t en (0, tp) obtenemos ||f * Ky — f||sup < €.

|Ke(y)| dy-
5,5)

Aproximacién uniforme

0000000
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Aproximaciéon en un punto

Ejercicio.
Sea f € L2(R) y sea x € R. Supongamos que f es continua en x.

Sea (K:)t>0 un nicleo aproximativo. Demostrar que

tirg+(Kt x f)(x) = f(x).
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