Aproximacion de la transformada de Fourier sobre R
por la transformada finita de Fourier

Agradezco a Gerardo Ramos Vazquez, Gamaliel Yafte Téllez Sanchez y Yesenia Bravo
Ortega por pensar juntos en este tema y encontrar varias aproximaciones similares a la
que escribo en estos apuntes.

Objetivos. Mostrar cémo aproximar la transformada de Fourier fde una funcion f por
la transformada finita de Fourier de un vector formado por los valores de f en ciertos
puntos equidistantes.

Requisitos. Definicion de la transformada de Fourier Fg, definicién de la transformada
finita de Fourier F,,, la regla compuesta de rectangulos izquierdos.

Sea f: R — C una funcion integrable y continua. Recordemos que su transformada de
Fourier f: R — C se define mediante la regla

7le) = / f() e %€ d. (1)

En este tema supongamos que f es bastante suave (al menos continuamente derivable) y
decae rapidamente en infinito, asi que la integral

|f ()] dz

R\[-L,L]

tiende rapidamente a cero cuando L tiende a infinito.

Para simplificar las siguientes formulas, suponemos que m es un nimero entero positivo
par, ponemos n = m? y denotamos por g, ..., T,_; a los siguientes puntos reales que nos
serviran como nodos en el dominio de f:

= — = —— 4 — k 0,...,n—11}).
Tk 2+n 2+m (6{7 y })

En el dominio de la funcién f trabajamos con los mismos nodos, pero en este caso los
denotamos por §;:

gj-:——Jr—:——JrE (7 €40,...,n—1}).

Primero aproximamos la integral (1) por la integral sobre [—m/2,m/2]:

m/2

GE / f(z)e e g

—m/2

Aproximacion de integral de Fourier por la transformada finita de Fourier, pagina 1 de 3



Luego aproximamos la integral sobre el segmento [—m/2,m /2] por una suma integral de
Riemann. Trabajamos con la particion

m

To, 71, ey Tp—1y, Ty = 5,
y en cada subsegmento [xy, )4 1] evaluamos la funcién en el extremo izquierdo xy. Enton-
ces la longitud de cada subsegmento es %, y la funcién se evaliia en los puntos zg, ..., x,_1.

Denotamos esta suma integral por Sf.¢ :

1 n—1 o
Sf,g,m — E kz_of(xk) e 2milwy, )

Finalmente, ponemos &; en lugar de &:

-1
1< :
Sye _ T e—27r1§jxk ]
repm = — > f(wx)
k=0
Expresamos —2m¢;x), en términos de j, k, m, n:

' k 2 2mjk
—2n€xp = —2m —T+i —@—i—— :_m‘i_ﬂ-k_'_ﬂ'j_i.
2 m 2 m 2 n

Como m es par, el nimero —mm?/2 es un miltiplo de 27. Por eso

_imm? _2mijk

—2migzy _ mm- gk iwg - :<_1)k‘(_1)J ik
e e 2 e™Meme wl”.
1
Luego
(-1
m

(=1)*f ()i

Sf)gj ;M =

i

0
Denotemos por u al nimero (—1)* f(x;). En otras palabras, pongamos

U = [(—1)]? Z;(l) © [f($k)]:;(1)’

donde ® es la multiplicacién de vectores por componentes. Entonces

S n—1 .
_1)J , 1)
Ste,m = ( m) Zumﬁf = u(]Enu)j.

m
k=0

Hemos logrado expresar el arreglo de los nimeros Sy ¢, ,,, a través de la transformada finita
de Fourier del vector u:

vj = [Sf,sj,m];;l = E[(—l)j};} © (Fau).

’ . : iy c(m) (m)
Por supuesto, en vez de §; y v; serfa mds preciso escribir §;" y v;

Denotemos por ¢, el error maximo de la aproximacion:

_ (m) _ Fe(m)
Em = Ogryggfllvj F&™)I-

, respectivamente.

Una pequena tarea adicional: encontrar una cota superior para &,,. La respuesta puede
ser en términos de los supremos de |f'| o de |f”| y de las integrales fR\[fL 1 |f(x)| dz.
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Programacién

Escribamos un programa en GNU Octave. Los datos iniciales son una funcién f y
un numero natural m. Programa regresard dos arreglos de longitud n = m?: los pun-

tos &,...,&,—1 y numeros vg,...,U,_1 que aproximan los valores de f en los puntos
&o, .-+, &n1. Se recomienda completar el siguiente cédigo.

function [xi, v] = approx_fourier_transform(f, m),
n =m * m;
ind = (0 : n - 1)°;
x=(ind /m) + (-m / 2) * ones(n, 1);
Xxi = x;
minusones = - ones(n, 1);
signs = minusones .~ 777;
fvalues = £(777);
u fvalues .x 777;
v = (££t£(?77) .*x ?77) / m;
end

. s . _ 2
Para la comprobacién usamos la funcién gaussiana f(z) = e ™ . Ya sabemos que la
transformada de Fourier de esta funcion coincide con ella misma: f = f.

function [maxerror] = test_approx_fourier_transform_gaussian(m),
f =0 (x) exp(?777);
[xi, v] = approx_fourier_transform(f, m);
ffourier = £;
w = ffourier(?77);
maxerror = norm(v - w, inf);
end

Se recomienda probar con experimentos numéricos que en este ejemplo el error

_ (m) _ 7y e(m)
E = O&%fllvj &™)

se hace pequeno cuando m se hace grande. Verificar si &, = O(1/m), o0 €, = O(1/m?), o
el error ¢, tiene algin otro orden de decaimiento en términos de m.
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