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Objetivos:
@ estudiar el concepto de funciones iguales casi en todas partes;

@ demostrar que ciertas propiedades de las integrales implican igualdades de funciones c.t.p.



Objetivos:
@ estudiar el concepto de funciones iguales casi en todas partes;

@ demostrar que ciertas propiedades de las integrales implican igualdades de funciones c.t.p.

Prerrequisitos:
@ medida, propiedad subaditiva de la medida;

@ integraciéon de funciones positivas, reales y complejas;

desigualdad de Markov;

@ la parte real e imaginaria de una funcién compleja;

la parte positiva y negativa de una funcién real.



Unién numerable de conjuntos de medida cero, repaso

En este tema suponemos que (X, F, 1) es un espacio de medida.

Proposicién
Sea (An)nen € FN tal que
VneN w(An) = 0.

(Ue)

Entonces




Casi en todas partes

Definicidn

Sea P: X — {0,1} un predicado. Se dice que P se cumple p-c.t.p., si

p({xeX: =P(x)})=0.




Funciones iguales u-c.t.p.

En lo que sigue, Y es uno de los conjuntos [0, +oc], R o C.
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Funciones iguales u-c.t.p.

En lo que sigue, Y es uno de los conjuntos [0, +oc], R o C.

Definicidon

Sean f,g € M(X,F,Y). Se dice que f y g son iguales casi en todas partes respecto a y , si

p({xeX: f(x)#g(x)})=0.

02 -c.t.p.
Notacién: fA g o Fe=k



El conjunto de no coincidencia

Definicién
Sean f,g: X = Y.
Neg = {x € X: f(x)# g(x)}.




El conjunto de no coincidencia

Definicién
Sean f,g: X = Y.
Nfg = {x € X: f(x)# g(x)}.

Ejercicio. Mostrar que

Nf = o, Ng.r = Nfg.

Demostrar que para cualesquiera f, g, h: X — Y se cumple la contencién

Nf7g g Nfah U Nh’g’



La igualdad p-c.t.p. es una relacién de equivalencia

a a-q 02 . . ., . .
Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria ~ en M(X,F, Y) es una relacién de equivalencia.



La igualdad p-c.t.p. es una relacién de equivalencia

a a-q 02 . . ., . .
Ejercicio. Demostrar que la relacién binaria ~ en M(X,F, Y) es una relacién de equivalencia.

Sugerencia: usar los resultados del ejercicio anterior sobre el conjunto N 4.



La igualdad p-c.t.p. y las operaciones aritméticas

Ejercicio. Sean f, g, u,v € M(X,F,C), A € C. Supongamos que

Demostrar que
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Integrales de funciones iguales casi en todas partes

En la siguiente proposicién Y es uno de los conjuntos [0, +oc], R o C.



Integrales de funciones iguales casi en todas partes

En la siguiente proposicién Y es uno de los conjuntos [0, +oc], R o C.

Proposicién

Sean f,g € M(X,F,Y) tales que f X g. Entonces

/fduz/gdu.
X X
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Demostracion, inicio

E = {xeX: f(x)=g(x)}, N = Nfg={xeX: f(x)#g(x)}

p-c.t.p.

La suposicién f

g significa que u(N) = 0. Luego
/fdu—O, /gdu—O.
N N

Ix =1g+ 1y, f=1gf+1Inf, g=1gg +1png,

Ademis,
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Para demostrar la dltima igualdad,



Demostracion, inicio

E = {xeX: f(x)=g(x)}, N = Nfg={xeX: f(x)#g(x)}

p-c.t.p.

La suposicién f

g significa que u(N) = 0. Luego
/fdu—O, /gdu—O.
N N

Ix =1g+ 1y, f=1gf+1Inf, g=1gg +1png,

Ademis,

ILEf = IlEg.

Para demostrar la dltima igualdad, considerar dos casos: 1) x € E; 2) x € N.



Demostracion, final
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Demostracion, final

Usamos la siguiente notacién y las propiedades que ya vimos:
E={xeX: f(x)=g(x)}, N = Nfg={xe€ X: f(x)#g(x)},

/ledu:/fdu:O, /IlNgdu/gduzo,
X N X N

f=1gf + 1pnf, g =1eg + 1ng, 1ef = 1gg.

Luego, por la propiedad aditiva de la integral,

/fd,u,—/]lEfdu—i-/]led,u—/]lgfd,u
X X X X
z/JlEgduz/IlEgdwr/Ilmgdu:/gdu-
X X X X



Proposicién

Sea f € LY(X, F,[0,+0c0]). Entonces f < 400 c.t.p., esto es,

p({x € X: f(x) =4o0})=0.




Ejercicio. Sea f € M(X,F,[0,+0c0]) y sea Y € F tales que

/fd,uzO.
Y

Demostrar que f = 0 casi en todas partes de Y, esto es,
p({x € Y: f(x)>0})=0.

Sugerencias:
@ considerar los conjuntos A, = {x € Y: f(x) > v},
@ aplicar la desigualdad de Markov a la funcién 1y f,

@ usar la igualdad (0, +o0] = U[l/p, +o0].
p=1



Ejercicio. Sea f € £Y(X, F, 1, R) tal que

VY € F /fdu:O.
Y

Demostrar que f Lo.



Ejercicio. Sea f € £Y(X, F, 1, R) tal que

VY € F /fdu:O.
Y

Demostrar que f Lo.

Sugerencia. Elegir Y de manera astuta, para poder aplicar el resultado del ejercicio anterior

sobre las funciones positivas .



Ejercicio. Sea f € £Y(X, F, i, C). Supongamos que

/fdu‘:/]ﬂd,u.
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Ejercicio. Sea f € £Y(X, F, i, C). Supongamos que

/fdu‘:/]ﬂd,u.
X X

Demostrar que existe un o en C tal que af & |f].

Sugerencias:

@ recordar la demostraciéon de la desigualdad

/fdulé/lf\du-
X X

o suponiendo que af ~ |f|, expresar « en términos de las integrales de f y |f].

o definir o por la receta del inciso anterior y demostrar que af ~ |f|.



Micro-tarea adicional. Sea y(X) < 400, sea f € LY(X,F,u,C) y sea S un conjunto cerrado
en C.
Para cada Y en F con u(Y) > 0 pongamos

1
Ay (f) = / fdu.
D=5 )y
Supongamos que Ay (f) € S para cada Y € F con pu(Y) > 0.
Demostrar que f(x) € S para casi todos x € X.
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