Bases de Schauder

Objetivos. Estudiar el concepto de base de Schauder, conocer algunos ejemplos.
Prerrequisitos. Espacios normados, convergencia de series.

1 Definicién. Sea V un espacio normado complejo. Una sucesién (b, ),en de vectores en
V se llama base de Schauder si para cada x en V' existe una tnica sucesion (o, )nen € CcN

tal que
Z ayb, —v|| =0.
n=1

lim
m—00

2 Observacion. En la definiciéon de base de Schauder se trata de una sucesion, no se
trata de un conjunto numerable. Hay ejemplos cuando (b,)nen es una base de Schauder
de un espacio V, 0: N = N es una permutacion y (by(n))nen 00 es una base de Schauder.

3 Proposicién. Sea V un espacio normado complejo y sea (by)nen una base de Schauder
en V. Entonces para cada m en N la lista (by,...,b,) es linealmente independiente, esto
es, para cualesquiera oy, ..., q,, en C, si

Z agb, = Oy,
n=1

entonces vy = -+ = ay, = 0.
Demostracion. Sean m € N, aq, ..., qa,, € C. Pongamos
m
v = E Oékbk.
k=1

Supongamos que v = Oy . Definimos oy := 0 para k > m y pongamos &, := 0 para cada k
en N. Entonces para cada n con n > m tenemos

v = Zakbk = OV = ngbka
k=1 k=1

asi que

lim =0.

n—o0

n
E Oékbk — v
k=1

= lim
n—oo

> &b —v
k=1
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Por definicién de la base de Schauder, la sucesion de coeficientes con esta propiedad se
determina de manera tnica, luego (o )keny = (& )ren. En particular, obtenemos ay = -+ =
a,, = 0. ]

4 Corolario. Sea V' un espacio normado complejo y sea (b,)nen una base de Schauder
en V. Entonces los elementos de la sucesion (by)nen son distintos a pares y el conjunto
{bn: n € N} es linealmente independiente.

Demostracion. 1. Dados p,q € N con p # ¢, pongamos m = max{p, ¢}. Como (by, ..., by)
es linealmente independiente, concluimos que b, # b,.

2. Por la definiciéon de la independencia lineal, hay que considerar una lista finita de

elementos de {b,: n € N}, diferentes a pares. Consideremos una lista (bj,, ..., b;, ), donde
J1s---,Jr son nimeros naturales son diferentes a pares. Ponemos m = max{ji,...,Jjr}
Como la lista (by,...,by) es linealmente independiente, su sublista (b;,,...,b; ) también

es linealmente independiente. O]

5 Proposicién. Sea V' un espacio normado complejo y sea (b, )nen una base de Schauder
en V. Para cada m en N pongamos

Wm = f(bl, . ,bm)

Sea D = W,. Entonces

meN
D =/¢({b,: neN})

y D es denso en V.

Demostracion. 1. La contencién C es obvia. Mostremos la contencién D. Dado v en

(({b,: n € N}), encontramos ji,...,j, € N tales que v € £(b;,,...,b;,). Pongamos

m = max{ji,. .., Jr}. Entonces v € W,,.

2. Mostremos que D es denso en V. Sean v en V' y € > 0. Encontramos una sucesion

an)nen € CN tal que

m—o0

lim ||s,m — | =0, donde Sm = Z by,
n=1
Encontramos m en N tal que ||s,, — v|| < €. Finalmente, notamos que s,, € W,,, C D. [

6 Definicion. Para cada m en N, denotemos por e,, a la sucesion (6, )nen-
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7 Lema. Sean p € [1,+o0], x € P(N), 7 € N. Entonces

25 < [lllp-

8 Proposicién. Para cada p en [1,400), la sucesion (e )men es una base de Schauder
en (P(N).

Demostracion. Existencia de la descomposicion. Sea x € (P(N). Pongamos a4, == xj para
cada k en N. Dado n en N, consideremos las siguientes sucesiones:

n
Sy = E aper = (:vl,...,xn,0,0,...),
k=1

Typ =X — 8, = (O,...,O,xn+1,xn+2,...).
——

De manera més formal,

Entonces

00 1/p
Hran=< > !xk|p> :

k=n+1

La tltima expresién tiende a cero cuando n tiende a infinito, porque la serie Y ;- |z /?
converge.

Unicidad de la descomposicién. Supongamos que x € (P(N), a = (o )reny € CV y

n
Xr — E ALl

k=1

=0.

p

lim
n—oo

Denotemos la suma Y, agey por s,. Fijamos j en N. Entonces para cada n en N con
n > j tenemos
(x —sp)j = T; — oy

Aplicamos el Lema 7:
|z; — | < ||z —spll, = 0, n— oo,

Concluimos que a; = z; para cada j. n

9 Proposicién. La sucesion (e,)men €s una base de Schauder en co(N).
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Demostracion. Ejercicio. O
10 Ejercicio. Encontrar una base de Schauder en ¢(N).

11 Proposicién. La sucesion (e,,)men no es base de Schauder en (*°(N).

Demostracion. Consideremos la sucesion constante 1:
a = (1, 1, - ) = (1)k€N-

Vamos a demostrar que para cualquier sucesion (& )gen se tiene que

n
a—> ey
k=1

# 0 cuando n — oo.

o

En efecto,

n
a— Z Erer
k=1

> sup |ag| = 1. O
>n

k
oo
Luego vamos a demostrar que:

» cualquier espacio normado con base de Schauder es separable (tiene un subconjunto
denso numerable),

» el espacio £°(N) no es separable.

De estos dos hechos podremos concluir que en *°(N) no hay base de Schauder.
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