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Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado,

conocido como el lema de Riemann—-Lebesgue.

Teorema

Sea f € L}___.(R). Entonces,

2m-per
lim f, =0.

|k|—o0
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Nuestro objetivo es demostrar el siguiente resultado,

conocido como el lema de Riemann—-Lebesgue.

Teorema

Sea f € L}___.(R). Entonces,

2m-per
lim f, = 0.
|k|—o0

En otras palabras, este teorema afirma que si f € L%W_per(R), entonces f € ¢y(Z).



Prerrequisitos.

o Los espacios Corper(R) y L3 per(R).

o La densidad de Corper(R) en L%W_per(R).

@ Los coeficientes de Fourier.

El indicador de continuidad uniforme (el “mddulo de continuidad™).

La continuidad uniforme de funciones continuas en un intervalo cerrado.



© Repaso de herramientas
© Una férmula especial para fk
© Elcaso f e Cor-per(R)

@ El caso general, f € L%F_per(R)
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El espacio Cor_per(R)

Con-per(R) = {f € C(R,C): VxeR f(x+2r) = f(x)}.



Repaso de herramientas
000000000000

Funciones medibles 27-periddicas y la seminorma extendida ./\/'1’27T_per

F = la o-dlgebra de Lebesgue en R,
1= la medida de Lebesgue en R.
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Funciones medibles 27-periddicas y la seminorma extendida ./\/'1’2”_,)er

F = la o-dlgebra de Lebesgue en R,
1= la medida de Lebesgue en R.

Morper(R, F,C) = {f e M(R,F,C): VxecR f(x+2r)="f(x)}.

Definimos N1 27-per : Morper(R, F,C) — [0, +00],

N1,27r—per(f) =
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Funciones medibles 27-periddicas y la seminorma extendida ./\/'1’2”_,)er

F = la o-dlgebra de Lebesgue en R,
1= la medida de Lebesgue en R.

Morper(R, F,C) = {f e M(R,F,C): VxecR f(x+2r)="f(x)}.

Definimos N1 27-per : Morper(R, F,C) — [0, +00],

" 2r

1
N1,27r—per(f) : / |f-’ d,u.
[0,27[
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El espacio L} __(R)

2T-per

Lhrper(R) = {f € Marper( R, F,C): Mirper(f) < +o0}.
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1
2T-per

El espacio L

Lhrper(R) = {f € Marper( R, F,C): Mirper(f) < +o0}.

Zonper(R) = {f € Mopper(R,F,C): L2 0g).

1

El espacio Ly, e

(R) se define como el espacio cociente
‘C%W—per(R)/Z%T-PeV(R)'

En lo que sigue, pasamos libremente de £3_ .. (R) a L3 . (R).
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Aproximacion de funciones integrables por funciones continuas

Se sabe el siguiente hecho.

Proposiciéon
Sea F € L1(]0,27],C) y sea ¢ > 0. Entonces, existe G € C([0,27],C) tal que

HF— GHl < €.
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Aproximacion de funciones integrables por funciones continuas

Se sabe el siguiente hecho.

Proposiciéon
Sea F € L1(]0,27],C) y sea ¢ > 0. Entonces, existe G € C([0,27],C) tal que

HF— GHl < €.

Ejercicio. Demostrar el siguiente resultado.

Proposicion

Sea f € L} ..(R)yseae > 0. Entonces, existe g € Cor_per(R) tal que

2m-per

Hf _ ng,ZW—per < é€.
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Coeficientes de Fourier

Sea f € L3 . (R). Para cada k en Z,
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Coeficientes de Fourier

Sea f € L3 . (R). Para cada k en Z,
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Proposicion

Sea f € L%W_per(R) y sea k € Z. Entonces,

|fk| < ||f||1,27r-per-
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Coeficientes de Fourier

Sea f € L3 . (R). Para cada k en Z,

2m-per

Proposicion

Sea f € L%W_per(R) y sea k € Z. Entonces,

|fk| < ||f||1,27r-per-

Ejercicio. Recordar la demostracién.
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El indicador de continuidad uniforme

Dada una funcién f: R — C, definimos wy: ]0, +o00[ — [0, +-o0],

wr(6) =sup{|F(x) = f(V)l: x.y R, |x—y| <3},
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El indicador de continuidad uniforme

Dada una funcién f: R — C, definimos wy: ]0, +o00[ — [0, +-o0],

wr(8) = sup{\f(x) —f(y)l: x,yeR, |x—yl < (5}.
Mas formalmente,

wf(é)::sup{ve[O,—i-oo[: Ix,yeR |x—y|<d A v:|f(x)—f(y)\}.
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El indicador de continuidad uniforme

Dada una funcién f: R — C, definimos wy: ]0, +o00[ — [0, +-o0],

wr(8) = sup{\f(x) —f(y)l: x,yeR, |x—yl < (5}.
Mas formalmente,

wf(é)::sup{ve[O,—i-oo[: Ix,yeR |x—y|<d A v:|f(x)—f(y)\}.

Ejercicio. Sea f: R — C. Demostrar que wy es creciente:

V51,52 >0 <(51 < (52 — w(51) < w(52) )
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El indicador de continuidad uniforme

wr(6) =sup{|F(x) ~ F)l: x.y R, |x—y| <3},
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El indicador de continuidad uniforme

wr(6) =sup{|F(x) ~ F)l: x.y R, |x—y| <3},

Observacion.
Sif:R—Cyx,y €R, entonces

[(x) = £(y)] < we(lx = yl).
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El indicador de continuidad uniforme

wr(6) =sup{|F(x) ~ F)l: x.y R, |x—y| <3},

Observacion.
Sif:R—Cyx,y €R, entonces

[(x) = £(y)] < we(lx = yl).

Ejercicio. Sea f: R — C. Demostrar que

f es uniformemente continua = gl’mo wr(d) = 0.
—
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El indicador de continuidad uniforme

de funciones continuas 27-periédicas

Proposicion
Sea f € Corper(R). Entonces,

g%wdé) = 0.
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Demostracidn, inicio

Sea € > 0.
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Demostracidn, inicio
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Demostracidn, inicio

Sea € > 0.

La restriccidn f|jo 3 es uniformemente continua.

Luego existe §; > 0 tal que

Vt,u € [0, 3] <|t—u|§51 = |f(t)—f(u)|<>.

Pongamos
(52 = m|’n{51, 7T}.
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Demostracidn, continuacidn

Sean x,y € R tales que [x — y| < 0.
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Demostracidn, continuacidn

Sean x,y € R tales que [x — y| < 0.

Consideremos el caso x < y. El caso x > y es similar.

[z

2kt < x < 2k + 2.

Pongamos

Entonces k € Z y



Repaso de herramientas
000000000800

Demostracidn, continuacidn

Sean x,y € R tales que [x — y| < 0.

Consideremos el caso x < y. El caso x > y es similar.

[z

2kt < x < 2k + 2.

Pongamos

Entonces k € Z y

Ademads, como x < y < x + 7, tenemos

y <
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Demostracidn, continuacidn

Sean x,y € R tales que [x — y| < 0.

Consideremos el caso x < y. El caso x > y es similar.

[z

2kt < x < 2k + 2.

Pongamos

Entonces k € Z y

Ademads, como x < y < x + 7, tenemos

y < 2km + 3m.
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.
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Demostracidn, continuacidn
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3n,
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3mn, lu—t| =
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3mn, lu—tl=|x—y| <
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3m, lu—t| =[x —y| <d <.
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3m, lu—t| =[x —y| <d <.

Por la periodicidad de f y por la seleccién de 47,

F(x) = )l =
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Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3m, lu—t| =[x —y| <d <.

Por la periodicidad de f y por la seleccién de 47,

[F(x) = FW)I = [£(2) = f(u)] <



Repaso de herramientas
000000000080

Demostracidn, continuacidn

2kt < x <y < 2km + 3.

Pongamos

t = x — 2km, u:=y—2km.

Luego
0<t<u<3m, lu—t| =[x —y| <d <.

Por la periodicidad de f y por la seleccién de 47,

[F(x) = FW)I = [£(2) = f(u)] < %
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Demostracion, final

Hemos demostrado que
wr(d2) <
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Demostracion, final

Hemos demostrado que

wr(d2) <

N ™

Como wr es creciente, para cada § > 0 con ¢ < 0> tenemos

wr(0) < wr(d2) < e.
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Sea f € Corper(R) y sea k € Z\ {0}. Entonces,

R il Y —f(y) | e d
k = ar J, y P y y.
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Demostracion. Consideremos la integral que define fy:
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Demostracion. Consideremos la integral que define fy:
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Hagamos el cambio de variable x = y + Z:
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Demostracion. Consideremos la integral que define fy:

1 2w

i f(x)e " dx.

zgo

Hagamos el cambio de variable x = y + Z:

k

. 2r—m7/k ) 27 ]
fi ! f<y+7T> e~ 1kbrtm/k) gy — 1 f<y+:>e'ky dy.

:% —7/k 27 0

Sumamos la igualdad (1), luego dividimos entre 2.

R i Y — f(y) | e "% d
k = 4r J, y P y y.
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Acotamos la integral usando wy:
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El caso f € Copr_per(R)
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Demostracion

Empezamos con la férmula

A il Y —f(y) | e d
k = ar J, y K y y.

Acotamos la integral usando wy:
~ 1 e 1 T
f] < — dy < = — .
= <30 (i)

Como f € Corper(R), la tltima expresién tiende a 0 cuando |k| tiende a infinito.

f <y+z> —f(y)
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Estamos listos para considerar el caso general de f

en el teorema/lema de Riemann—Lebesgue.

Teorema

Sea f € L} ___(R). Entonces,

2m-per

lim f = 0.

|k|—o0
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Demostracion

Sea f € L%W_per(R) y sea € > 0.
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Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que

2m-per

&

||f_g”1,27r-per < 5

Ya sabemos que lim 4|, 8k = 0.
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Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que

2m-per

&

||f_g”1,27r-per < 5

Ya sabemos que Iim,| o g« = 0. Encontramos m en N tal que
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Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que
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Ya sabemos que Iim,| o g« = 0. Encontramos m en N tal que
~ €
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Luego para cada k en Z con |k| > m obtenemos
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Demostracion
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Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que

2m-per

&

||f_g”1,27r-per < 5

Ya sabemos que Iim,| o g« = 0. Encontramos m en N tal que

VkeZ <|k|2m — |§k|<;>.

Luego para cada k en Z con |k| > m obtenemos

il = fic — Bk + 8kl < |fic — 8kl + [8k| <
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Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que
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&

||f_g”1,27r-per < 5

Ya sabemos que Iim,| o g« = 0. Encontramos m en N tal que
~ €
VkeZ <|k| >m = |8k| <2>.
Luego para cada k en Z con |k| > m obtenemos
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1,27-per oty ’§k|



El caso general, f € L3____(R)
0®000 S7e-per

Demostracion

Sea f € L} ..(R)yseae>0.Encontramos g € Corper(R) tal que

2m-per

&

||f_g”1,27r-per < 5

Ya sabemos que Iim,| o g« = 0. Encontramos m en N tal que
~ €
VkeZ <|k| >m = |8k| <2>.
Luego para cada k en Z con |k| > m obtenemos

Il = |fic — 8k + 8| < |fc — 8| + 18| < |If — g

1,27-per oty ’§k| <e.
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Otro camino de demostracién

Ejercicio. Sean a, b € [0,27], a < b. Consideramos g € L5 (R) tal que
vxe.2r]  g(x) = Ly (0.

Calcular g para cada k en Z. Mostrar que

lim [g| = 0.

|k|—o00



El caso general, f € L%W—per(ﬂ{)

e herramient a
[e]e]e] o]

Otro camino de demostracién

Ejercicio. Sea f € L5 (R) y sea e > 0.

Mostrar que existen n en N,

gi,---,&n como en el ejercicio anterior,

Yy A1,..., A en C, tales que

n
N1,27r—per Z >\Jgj —f| <e.

j=1
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Otro camino de demostracién

Ejercicio. Sea f € L5 (R) y sea e > 0.
Mostrar que existen n en N,
gi,---,&n como en el ejercicio anterior,

Yy A1,..., A en C, tales que

n
N1,27r—per Z >\Jgj —f| <e.

j=1

Ejercicio. Demostrar el teorema usando los dos ejercicios anteriores.
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Coeficientes de Fourier de funciones suaves

Se puede demostrar que si f es suave , entonces f; tiende a 0 de manera rapida .
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