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El espacio dual

Definicion

Sea V un espacio normado complejo. Se define el espacio dual de V' como:

V*:=B(V,C).
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Proposicion

Sea H un espacio de Hilbert y sea a € H. Definimos ¢,: H — C mediante la regla

va(x) = (x,a) .

Entonces v, € H* y ||¢al = ||al|. Mas atin,

a € ker(pa)™,  pa(a) = llal*.
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Propiedad lineal

En efecto, notemos que ¢, es un funcional lineal.
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Propiedad lineal

En efecto, notemos que ¢, es un funcional lineal.

Parax,ye HyreC

pa(rx +y) = (x+y,a) = rix;a) + (y,a) = rea(x) + ¢a(y).
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Pal| < HaH

Por la desigualdad de Schwarz, el funcional ¢, es acotado:

pa(x)l = 1 {x,a) [ < ix]l[|al-

lpa(x)]
loall = sup 122X

xeH HXH
x#0y

= leall < |-
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Pal| < HaH

Por la desigualdad de Schwarz, el funcional ¢, es acotado:

pa(x)l = 1 {x,a) [ < ix]l[|al-

|pa(x)|
[all = sup = = lpall < llal|-
x€H HXH
x#0y

Hemos mostrado que ¢, € H*.
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Pal| = HaH

Ademas, por como se define la norma a través del producto interno,

903(‘9) = <37 a> - H‘9H27

s - #s(2)
= Tl

l[pall = sup = [|al|-
? xeH ||X||

x#0y
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Pal| = HaH

Ademas, por como se define la norma a través del producto interno,

903(‘9) = <37 a> - H‘9H27

s - #s(2)
= Tl

l[pall = sup = [|al|-
? xeH ||X||

x#0y

Hemos mostrado ||, = ||a]|.
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ker(,)

Ahora, notemos que

ker(p,) ={he H|g.,(h) =0 ={heH|(ha)=0y={heH|hLa}={a}t

Como h L a para cada h € ker(y,),

a € ker(ipa)t.
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Sean a € H\ {0y}, ¥ € H* tales que se cumplen las propiedades

acker()t,  (a) =]l

Entonces 1) = @,.
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Demostracion

Sea x € H arbitrario. Queremos probar que 1(x) = @a(x).
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Demostracion

Sea x € H arbitrario. Queremos probar que 1(x) = @a(x).

Damos y = 1)(x)a — ¥(a)x. Notemos que y € ker(1)) pues

P(y) = P(x)¥(a) — ¢(a)¥(x) = 0.

Por la hipétesis, a € ker(z))*. Entonces

(y,a) =0.



= (¥(x)a—y(a)x, a)

(x)(a,2) —¢(a) {x, a)
(0)llall* = w(a) (x, 2)
(x)(a) —¥(a) (x,a)
(a)(¥(x) = (x, ).

Il
< € & €

Por la hipétesis, ¥(a) = ||a||?> > 0, asi que

h(x) = (x,a).
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Teorema
Sea H un espacio de Hilbert y sea 1) € H*. Entonces 3!a € H tal que

VxeH P(x) = (x,a).




Teorema de Riesz—Fréchet
[o] Je]ele]e]e]

Teorema
Sea H un espacio de Hilbert y sea 1) € H*. Entonces 3!a € H tal que

VxeH P(x) = (x,a).

Demostracién.
Unicidad.
Sia,be HyY(x)=(x,a) = (x,b) para cada x, entonces (x,a) — (x,b) =0,

asi que (x,a — b) = 0 para cada x € H, entonces

a—beH ={0y}ya=>b
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Existencia.

Si ¢ = Oy_,c, entonces ponemos a = 0.

Consideremos el caso 9 # 0y_,c. Vamos a construir un vector a que satisfaga

ae ker(i/J)L, P(a) = ||a|>.
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Existencia.

Si ¢ = Oy_,c, entonces ponemos a = 0.

Consideremos el caso 9 # 0y_,c. Vamos a construir un vector a que satisfaga
1 2
acker(y),  (a) = |all”

luego por el Lema saldrd ¢ = ..
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Denotemos

S = ker(v).

Como % es un funcional lineal acotado, S es un subespacio cerrado de H.
Y también como ¥ # Oy_,c,S # H.
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Denotemos

S = ker(v).

Como % es un funcional lineal acotado, S es un subespacio cerrado de H.
Y también como ¥ # Oy_,c,S # H.

Elegimos v € H\ S. Descomponemos v en la suma
_ il
v=u-+w, vesS, wes—.

Entonces podemos ver que ¥(w) = ¢(u+ w) = 1p(v) # 0.
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Denotemos

S = ker(v).

Como % es un funcional lineal acotado, S es un subespacio cerrado de H.
Y también como ¥ # Oy_,c,S # H.

Elegimos v € H\ S. Descomponemos v en la suma
_ il
v=u-+w, vesS, wes—.

Entonces podemos ver que ¥(w) = ¢(u+ w) = 1p(v) # 0.

Vamos a construir el vector a como un mdltiplo del vector w.
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S = ker(2))
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Vamos a construir el vector a como un multiplo del vector w.

Primero pongamos
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Vamos a construir el vector a como un multiplo del vector w.

Primero pongamos

De esta forma, tenemos que ¥(h) = 1. Ahora definamos a de la siguiente manera:

1

a=——=h.
[ hl2
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Vamos a construir el vector a como un multiplo del vector w.

Primero pongamos

1
h —
P(w)
De esta forma, tenemos que ¥(h) = 1. Ahora definamos a de la siguiente manera:
1
a= —=h.
[1A]12
1 1
Entonces ae S+, | = Thl y
W(h 1
v(@) = ) = L a2

1Al [Al|2
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Dado x € H, pongamos \ = ﬁ;ﬁg Entonces

¥lx = 22) = 00 — () =0,

asi que x — Aa € S. Luego
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Corolario (sobre la correspondencia entre un espacio de Hilbert y su dual).

Sea H un espacio de Hilbert. Definimos ® : H — H* mediante la regla

Entonces la funcién @ es biyectiva, aditiva, homogénea conjugada e isométrica.
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Corolario (sobre el bidual de un espacio de Hilbert).

Sea H un espacio de Hilbert. Definimos A : H — H** mediante la regla

Na)(¥) := 1 (a).

Entonces A es un isomorfismo isométrico.
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