Desigualdad de Minkowski

Objetivos. Demostrar la desigualdad Minkowski usando la desigualdad de Holder.

Requisitos. Desigualdad de Holder, la integral de Lebesgue, la propiedad monoétona de
la integral de Lebesgue.

Aplicaciones. Justificar la definicién de los espacios LP.

Repaso de herramientas auxiliares

1 1
1 Repaso (exponentes conjugados). Dos nimeros p, ¢ > 1 tales que — + — = 1 se llaman

exponentes conjugados. Tal vez otro nombre adecuado seria exponentes complementarios.

Es facil ver que la condicion % + é = 1 se puede escribir también en la siguiente forma

equivalente:
(P =g =p. (1)
2 Repaso (la funcién N,). Sea p > 1. Se define N,,: M(X,F,C) — [0, +o0],

1/p

Ny(f) = / FPdu

3 Repaso (desigualdad de Hélder para funciones reales o complejas). Sean (X, F, u) un
espacio de medida, f,g € M(X,F,C) y p,q > 1 tales que 11) + % = 1. Entonces

Ni(f g) < Np(f)Ng(9), (2)

1/p
JAE R WA B A
X X X

4 Proposicién (desigualdad para la p-ésima potencia de la suma). Sean p € [1,+00),
a,b > 0. Entonces

esto es,
1/q

(a+b)P < 2071 (aP 4 bP). (3)
Demostracion. Consideramos ¢: [0, 4+00) — [0, +00),
o(t) =17,

Como ¢”(t) = p(p — 1)#*=2 > 0, la funcion ¢ es convexa. Luego

p D
(;b) P

Al multiplicar ambos lados por 27, obtenemos (3). O
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5 Lema. Sea (X,F, p) un espacio de medida, sean f,g € M(X,F,C), y sea p € [1,+00).
Supongamos que N,(f) < +o0o y N,(g) < +00. Entonces N,(f + g) < +o0.

Primera demostracion. Para cada x en X aplicamos la desigualdad del triangulo y la

desigualdad (3):

() + g(@)P < (IF(@)] + lg(@)])" < 271 (1 f ()] + lg()])"-

Integramos sobre X respecto la medida p. Obtenemso

No(f + g = / F4gPda< 2 / P du+ / 9P dy
X X X

= 2" (NL(f)P + Ny(9)?) < 4o0. O
Sequnda demostracion. Sea
Vi={z e X: [f(z)] = |g()[}.

Para cada 2 en Y acotamos |f(x) + g(x)| por 2|f(x)]:

[f (@) + g(z)| < [f(2)] + [g(z)] < 2[f(z)].
Para cada x en X \ Y acotamos |f(z) + g(z)| por 2|g(z)]:

[f (@) + g(z)| < [f(2)] + g(z)] < 2/g(z)].
Luego

N+ 9y = [15+aPdu= 17+ grans [ 17+grds
X % X\v

<2 [IfPdus2 [ 1o au < PP+ NoP) <400 O
Y X\Y

6 Lema. Sea h € M(X,F,[0,+00)) y sean p,q > 1 tales que }D -+ % = 1. Entonces
Nq(hpA) = Np(h)p/q
Demostracion.

1/q 1/q 1/p\ P/4

/hq(p‘l)du = /h”du = /hpd,u . u

X X X
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7 Teorema (desigualdad de Minkowski). Sean (X,JF,u) un espacio de medida, f,g €
M(X,F,C) ype[l,+00). Entonces

Np(f +9) < Np(f) + Np(9), (4)

1/p 1/p
/|f+g|pdu < /Ifl”dﬂ + /Ig|”du
X X X

Demostracion. En el caso p = 1 la demostracién es muy simple:

Ni(f +g) = / 4+ gldu < /(\f! Tl du = / Fldu+ / 9ldi = Ni(f) + Nio).

esto es,
1/p

Sea p > 1. Si al menos uno de los sumandos en el lado derecho de (4) es infinito, entonces
la desigualdad se cumple. Supongamos que ambos sumandos son finitos. Por el Lema 5,
obtenemos que N,(f + g) < +o0.

Si N,(f + g) = 0, entonces la desigualdad es obvia. Suponemos que N,(f + g) > 0.
Acotamos |f + g|P de la siguiente manera:

fHgP=f+agllf+9P " <IfIf+9P "+ gl |f + 9"

Integramos cada uno de los sumandos en el lado derecho. Aplicamos la desigualdad de
Holder y el Lema 6 con h = |f + g|:

/ IS+ P di < NGNS + 97 = Noy(HN,(f + g7/,
X

/ 9 1f + 9P du < Ny(@)N(IF + 9”™) = No(@)N,(f + 97/
X

Luego
No(f 497 = [ 17+ g diu < (N() + Ny(9) Mol + 97 (5)

Dividimos ambos lados de (5) entre N,(f + g)P/? y notamos que p — § =1. O

8 Proposicidn (criterio de igualdad en la desigualdad de Minkowski). Sean p € [1, +00),
f,9 € M(X,5,C) tales que N,(f) < +oo0, Ny(g9) < +oo. Entonces las siguientes dos
condiciones son equivalentes:

(a) Np(f +9) = Np(f) + Np(9):
(b) existen o, 5 > 0 tales que o+ 5 >0 y af = Bg c.t.p.

9 Ejercicio. Demostrar la Proposicién 8. Se recomienda usar el criterio de igualdad en
la desigualdad de Holder.
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