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En esta presentacién seguimos el camino de Bartle y Rudin.

Objetivos. Demostrar que

/(f+g)du:/ fdu+/gdu,
X X X

/(zf) du:g;l/xfkdu,

donde todas las funciones son medibles positivas.
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En esta presentacién seguimos el camino de Bartle y Rudin.

Objetivos. Demostrar que

/(f+g)du:/ fdu+/gdu,
X X X

/(zf) duzg/xfkdu,

donde todas las funciones son medibles positivas.

Son unas de las propiedades mds poderosas de la integral de Lebesgue.
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Prerrequisitos:

el teorema de la convergencia monétona (de Lebesgue),

@ la suma de dos funciones medibles es medible,

la propiedad aditiva de la integral de funciones simples medibles positivas,

@ aproximacién de funciones medibles positivas por sucesiones crecientes de

funciones simples medibles positivas,

@ el limite de la suma de dos sucesiones.
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.En qué etapa estamos?

Vamos a definir la integral de Lebesgue en 4 etapas:

1)
° / fdu para feSM(X,F,[0,+0)),
X

(2)
° / fdu para e M(X,F,[0,+]), < usted estd aqui
X

®3) 2
° / fdu para e M(X,F,R) con/ |f|dp < 400,
X X

(4) 2
° / fdu para e M(X,F,C) con/ |f|dp < +o0.
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En este tema suponemos que (X, F, 1) es un espacio de medida.

Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue, repaso

Sea (fp)nen una sucesién creciente en M (X, F, [0, +00]).
Denotemos por g: X — [0, +0¢] la funcién limite:

g(x) = nI|_>rT;o fa(x).

Entonces g € M(X, F,[0,+0¢]) ¥

/)(gdu:nIL}ngo/andu.
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Proposicién (la suma de dos funciones medibles es medible, repaso)

Sean f,g € M(X,F,[0,+cc]). Entonces, f +g € M(X,F,[0,+0o0]).
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Proposicién (la suma de dos funciones medibles es medible, repaso)

Sean f,g € M(X,F,[0,+cc]). Entonces, f +g € M(X,F,[0,+0o0]).

Hemos demostrado esta proposicidn para funciones complejas,
pero el mismo camino de demostracién sirve para funciones con valores en [0, +00].

La operacién + en [0, +0o0] es continua.
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La propiedad aditiva de f(l), repaso

En una de las clases anteriores demostramos el siguiente resultado.

Proposicion

Sean f,g € SM(X, F,[0,4+00)). Entonces

(1) (1) (1)
/ (f—l—g)du:/ fdu+/ g du.
X X
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. 2
En esta clase vamos a demostrar un resultado similar para f( ),
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Aproximacion de la funcién identidad por una escalera, repaso

Teorema
Para cada n en N, definimos ¢, [0, +00] — [0, 4+00) mediante la regla

[2"]

Entonces para cada n en N, la funcién ¢, es simple y medible, y

Vt € [0, +o0] (en(t))nen A/ t.

N
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Cada funcién positiva medible es el limite

de una sucesidn creciente de funciones simples medibles positivas

Proposicion
Sea f € M(X,F, [0, +o0]).
Entonces, existe una sucesién (s,)nen en SM(X, F, [0, +00)) tal que

(Sn)neN S
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Idea de demostracion.

Spi=pof.
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La integral de la suma de dos funciones medibles positivas

Proposiciéon
Sean f,g € M(X,F,[0,+0c0]). Entonces,

/(f—l—g)d;z:/ fdu-l—/gd,u.
X X X

Idea de demostracion:
aproximar f y g por sucesiones crecientes de funciones simples medibles positivas,
luego aplicar la propiedad aditiva de f(l) y el TCM.
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Demostracidn, inicio

Sean (sp)nen; (tn)nen € SM(X, F,[0,+00))N tales que

(Sn)neN /( f) (tn)nEN /‘ g-
Entonces,
(5n + tn)nEN /‘ (f + g)
Por la propiedad aditiva de la integral en el caso de funciones simples positivas,

1)
/ (0 + tn) dp =

X
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Demostracidn, inicio

Sean (sp)nen; (tn)nen € SM(X, F,[0,+00))N tales que

(Sn)neN /( f) (tn)nEN /‘ 8.

Entonces,
(5n + tn)nEN /‘ (f + g)

Por la propiedad aditiva de la integral en el caso de funciones simples positivas,

(1) (1) (1)
/ (sn+ tn)dp = / spdp + / t, dpu.
X X X

Estas sucesiones de integrales crecen, por eso existen sus limites, cuando n — oo.
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Demostracion, final

Sabemos que f(l) coincide con f(2) para las funciones de clase SM(X, F, [0, +00)).

/(sn+tn)dp:/s,,dy+/ tn d.
X X X

Pasamos al limite, cuando n — oo. Aplicamos el teorema sobre el limite de la suma:

lim /(s,,—i—t,,)du— lim /snd,u—i— lim / tndp.
n—00 X nh—00 X n—00 X

Aplicamos el TCM a cada una de las sucesiones (sp)nen, (tn)nen Y (Sn + tn)nen-

/(f+g)dp:/fdu+/gdu.
X X X

Obtenemos
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Observacién

Podemos definir s, y t, como

Sp=@pof, th = pnpog.

Sin embargo, s, + t, puede no coincidir con p, o (f + g).
(2)

Es una de las razones porque no es cémodo definir / f du como
X

. (1)
nggo/x (¢nof)dp.
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Teorema

Sea (fa)nen € M(X, F, [0, +00]). Definimos g: X — [0, +o<],
g(x) =) flx)  (xeX)

Entonces,
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gdu = /fd,u.
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La integral de la serie de funciones medibles positivas

Teorema

Sea (fa)nen € M(X, F, [0, +00]). Definimos g: X — [0, +o<],
g(x) =) flx)  (xeX)

Entonces,

gdu = /fd,u.
Josm=2 )

Idea de demostracién: aplicar el TCM a las sumas parciales.
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Para cada n en N, denotemos por h, a la n-ésima suma parcial:

h,, = zn: fk.
k=1
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Demostracion
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Demostracion

Para cada n en N, denotemos por h, a la n-ésima suma parcial:

h,, = zn: fk.
k=1

Como fx > 0 para cada k,  (hp)nen

/gd,u,:/ (1im hn) dp T fim /h,,du: lim Z/ fiedp
X X n—oo n—oo X n—oo —1 X
propiedad aditiva de [ def serie
Lo [ o= S [
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Ejercicio: la serie numérica positiva como una integral de Lebesgue

Sea a = (an)nen € [0, +oo]™.
Consideramos el espacio de medida (N, 2N, v), donde v es la medida de conteo:

|Al,  si A es finito;
v(A) =
400, si A es infinito.

o) k

Recordamos que g ap = lim g an.
k—o0
n=1 n=1

Demostrar que

B = adv.
> =
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Ejercicio: intercambio del orden de series de nlimeros positivos

]N*N una familia de niimeros no negativos. Demostrar que

oo o0 [oelNe ]
E:E :aj,kZE:E :3j,ka

j=1 k=1 k=1 j=1

Sea (aj7k)j7keN < [0,+OO

usando el resultado del ejercicio anterior y el teorema [ > =" [.

Escribir razonamientos muy detallados.

fp="7.
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Ejercicio. Mostrar que del teorema f(z) S=> f(z) se puede deducir el TCM.

En otras palabras, estos dos resultados son equivalentes.
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Teorema (de la convergencia decreciente)

Sea (X, F, ;1) un espacio de medida y sea (f,)nen € M(X, F, [0, +oc])N una sucesién
de funciones que decrece en cada punto:

Vx € X VneN fo(x) > foy1(x).
Supongamos que fi € L}(X, u, [0, +o0]). Sea g: X — [0, +o0] la funcién limite:

Vx e X g(x) = lim fp(x).

n—o0

nll_}h(lo/xf,,du:/xgdu.

Entonces,
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Ejercicio. Demostrar el teorema de la convergencia decreciente usando el TCM.
Ejercicio. Mostrar que en el teorema de la convergencia decreciente la condicién
1
fl €L (X,,U,, [07 +OO])

no se puede omitir.
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