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Objetivos de esta clase:
o definir la integral de Lebesgue de funciones complejas;

@ estudiar sus propiedades elementales.
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Etapas de la definicién de la integral de Lebesgue

(1)
° / fdu para e SM(X,F,[0,+0)),
X

()
° / fdu para e M(X,F,[0,+]),
X

®3) 2
° / fdp para e M(X,F,R) con/ |fldp < 400,
X X

(4) )
° / fdp para e M(X,F,C) con/ |fldp < +o0.
X X

En esta clase explicamos rapidamente la etapa 4.
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Prerrequisitos:
@ la integral de Lebesgue de funciones positivas medibles, la denotamos por f(z);

o la propiedad monétona de la integral f(2);

@ la integral de Lebesgue de funciones reales medibles, la denotamos por f(3);
@ las propiedades lineales de la integral f(3);

o la propiedad monétona de la integral f(3);

@ la parte real e imaginaria de un nimero complejo;

@ el valor absoluto de un nimero complejo.
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La parte real e imaginaria de nimeros complejos, repaso

Para zen C, si z=x+1iy con x,y € R, entonces

Re(z) =
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La parte real e imaginaria de nimeros complejos, repaso

Para zen C, si z=x+1iy con x,y € R, entonces

Las funciones Re: C — R, Im: C — R son continuas.
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Six,y € R, z=x+1iy, entonces
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El valor absoluto de niimeros complejos

Six,y € R, z=x+1iy, entonces
|z| = /X2 + y2.

Sabemos que
1z|? = zz, |z +w| < [z| + |wl|.
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Cotas para |z|, Re(z), Im(2)

Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.
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Cotas para |z|, Re(z), Im(2)

Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.

Demostracion.

x| = V52 <
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Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.

Demostracion.

X = Vi < V)P = 12l
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Cotas para |z|, Re(z), Im(2)

Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.

Demostracion.
x| =V < V2 +y? = |2,

Por otro lado, usamos la propiedad subaditiva de abs en C:

2] =[x +iy| < x| +]iyl
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Cotas para |z|, Re(z), Im(2)

Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.

Demostracion.
x| =V < V2 +y? = |2,

Por otro lado, usamos la propiedad subaditiva de abs en C:
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Cotas para |z|, Re(z), Im(2)

Proposicion
Sean x,y € R, z= x +iy. Entonces,

2l <X +1yl,  IXI<lzl, Iyl <lz|.

Demostracion.
x| =V < V2 +y? = |2,

Por otro lado, usamos la propiedad subaditiva de abs en C:

2| =[x +iyl < x|+ iyl = x| +yl.
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La parte real y la parte imaginaria de una funcién

Sea f: X — C. Definimos

Re(f): X = R, Im(f): X =R, |f]: X = [0,+00),

Re(f) := Reof, Im(f) := Imof, |f| == absof.

En otras palabras, para cada x en X,

Re(f)(x) == Re(f(x)), Im(f)(x) = Im(f(x)), If|(x) = |f(x)].
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Cotas para |Re(f)|, |Im(f)|y |f]

Ejercicios. Sea f: X — C. Demostrar que
[Re(F) < Iff,  [Im(F) <[f],  [f] <|Re(f)|+[Im(f)].

Todas estas desigualdades se entienden como comparaciones punto a punto.
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La medibilidad de la parte real e imaginaria de una funcién medible

Proposiciéon

Sea (X, F) un espacio medible y sea f: X — C. Entonces

fe M(X,F,C) <=  Re(f)e M(X,F,R) A Im(f) e M(X,F,R).

Ejercicio: recordar una demostracion.
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Notacién para la integral de funciones medibles positivas

Sea (X, F, u) un espacio de medida.

Dada f en M(X,F,[0,+0c0]), denotamos su integral de Lebesgue por f)(<2) fdu.
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Notacién para la integral de funciones medibles positivas

Sea (X, F, u) un espacio de medida.
Dada f en M(X,F,[0,+0cc]), denotamos su integral de Lebesgue por f)(<2) fdu.

Pongamos

(2)
LYX, F, o, [0, +00]) = {f e M(X,F,[0,+oq]): / fdu < —i—oo} .
X
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Notaciéon para la integral de funciones medibles reales

2

)
LYX, F, 1, R) = {f € M(X,F,R): / |fldu < -1—00}.
X

Dada f en £L}(X,F,u,R), denotamos su integral de Lebesgue por f)(<3) fdu.
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Relaciones entre la integrabilidad de Re(f), Im(f) y |f]|
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Sea f € M(X,F,C). Entonces,

@) @) @)
/ IFlde < 400 / |Re(F)|dit < +00 A / [ Im(F)] dp < +o0.
X X X
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Relaciones entre la integrabilidad de Re(f), Im(f) y |f]|

Proposicion
Sea f € M(X,F,C). Entonces,

@) @) @)
/ IFlde < 400 / |Re(F)|dit < +00 A / [ Im(F)] dp < +o0.
X X X

Demostracion. Usar las féormulas
If] < [Re(f)| + [Im(f)], | Re(f)[ < If], [Im(f)] < [f],

la propiedad monétona de f(z) y la propiedad aditiva de f(2).
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Funciones complejas integrables, la integral para funciones complejas

Definicion

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.

)

LYX,F,pu,C) = {f e M(X,F,C): / |f|dp < +oo}.
X
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Funciones complejas integrables, la integral para funciones complejas

Definicion

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.

)

LYX,F,pu,C) = {f e M(X,F,C): / |f|dp < +oo}.
X

Definicién
Sea (X, F, i) un espacio de medida. Para cada f en £(X, F,u,C),

(4)
/ fdu
X
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Funciones complejas integrables, la integral para funciones complejas

Definicion

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.

)

LYX,F,pu,C) = {f e M(X,F,C): / |f|dp < +oo}.
X

Definicién
Sea (X, F, i) un espacio de medida. Para cada f en £(X, F,u,C),

(4)
/ fdu =
X
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Funciones complejas integrables, la integral para funciones complejas

Definicion

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.

)

LYX,F,pu,C) = {f e M(X,F,C): / |f|dp < +oo}.
X

Definicién

Sea (X, F, i) un espacio de medida. Para cada f en £(X, F,u,C),
(4) ®3) ®3)

/ Fp = / Re(f) du + i/ Im(£) dy.

X X X
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Proposiciéon

Sea f: X — C. Entonces f € LY(X, F, u,C) si, y solo si,

Re(f) € LY X, F,;i,R) A Im(f) € LY X, F, 1, R).
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f(4) = f(3) para funciones reales medibles integrables

Proposicion
Sea f € LY(X, F, u,R). Entonces
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f(4) = f(3) para funciones reales medibles integrables

Proposicion
Sea f € LY(X, F, u,R). Entonces

Demostracion.
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Proposicién (un subespacio de un espacio de medida, repaso)

Sea (X, F, ) un espacio de medida, y sea A € F. Definimos

Fa={BeF: BCA}, KA = |7y

Entonces, (A, Fa, pa) es un espacio de medida.
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Proposicién (un subespacio de un espacio de medida, repaso)

Sea (X, F, ) un espacio de medida, y sea A € F. Definimos

Fa={BeF: BCA}, KA = |7y

Entonces, (A, Fa, pa) es un espacio de medida.

Proposicién (sobre la medibilidad de la funcién restringida, repaso)
Sean (X, F), (Y,H) espacios medibles, f € M(X,F,Y,#), A€ F. Entonces,

f|A € M(A,]:A, Y,H).
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Integracion de funciones complejas sobre un subconjunto

Definicién
Sean (X, F, i) un espacio de medida, f € £LY(X, F,u,C), A€ F.

(4) (4)
/ fd,u = / flA d/LA.
A A
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Integracion de funciones complejas sobre un subconjunto

Definicién
Sean (X, F, i) un espacio de medida, f € £LY(X, F,u,C), A€ F.

(4) (4)
/ fd,u = / flA d,uA.
A A

Ejercicio. Demostrar que

(4) (3) (3) 4) 4)
/ fd,u:/ Re(f)d,u—l—i/ Im(f) du, / fdu:/ 1afdu.
A A A A X
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La parte real, la parte imaginaria y operaciones con nimeros complejos

Ejercicio. Sean z, w € C. Expresar

Re(z + w), Im(z + w), Re(z w), Im(z w)

en términos de Re(z), Im(z), Re(w), Im(w).



Propiedades lineales

La parte real, la parte imaginaria y operaciones con nimeros complejos

Ejercicio. Sean z, w € C. Expresar

Re(z + w), Im(z + w), Re(z w), Im(z w)
en términos de Re(z), Im(z), Re(w), Im(w).
Ejercicio. Sean f, g: X — C. Expresar

Re(f + g), Im(f + g), Re(f g), Im(f g)

en términos de Re(f), Im(f), Re(g), Im(g).
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Las propiedades lineales de f(4)

Usando los ejercicios anteriores, demostrar las siguientes propiedades.

Proposiciéon

Sean f,g € LY(X,F, 1, C), a € C. Entonces

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu, /X(af)du:oz/xfdp.
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Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x)
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Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fdu:
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fduzl—i—i,
X
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fdu:1+i, /\f!du
X X
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fdu:1+i, /\f!du:
X X
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fdu:1+i, /\fydu:”.
X X 2
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Ejemplo

X =[0,7/2] con la medida de Lebesgue, f(x) := e'*. Entonces,

Re(f)(x) = cos(x), Im(f)(x) = sen(x), /XRe(f) dp =1, /le(f) dp =1,

/fdu:1+i, /\fydu:”.
X X 2

Notamos que en este ejemplo
’/ fdu’ </ |fldu < / Re(f)du‘ + ’/ Im(f)du’.
X X X X
—_———  —m ~

V2 3 2




El valor absoluto de la integral
[e]e] le]ele}

Una rotacién que convierte un ndmero complejo en un nimero positivo

Ejercicio. Sea z € C. Construir « € C tal que

la| =1, az = |z|.
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Una rotacién que convierte un ndmero complejo en un nimero positivo

Ejercicio. Sea z € C. Construir « € C tal que

la| =1, az = |z|.

El caso z = 0 es trivial. En este caso sirve, por ejemplo, oo = 1.
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Una rotacién que convierte un ndmero complejo en un nimero positivo

Ejercicio. Sea z € C. Construir « € C tal que

la| =1, az = |z|.

El caso z = 0 es trivial. En este caso sirve, por ejemplo, oo = 1.

En el caso z # 0, hay al menos tres caminos.
o Construir a en términos de Z y |z|,
@ Siz=x+iycon x,y € R, expresar o a través de x, y.

o Siz=pe'? con p>0,60cR, expresar a a través de p, 6.
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Comparacién de abs( [ f) con [ abs(f)

Teorema
Sea f € LY(X,F,u,C). Entonces,

/fdu‘ﬁ/lf!du-
X X
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Un camino falso de demostracidn

Es correcta la siguiente cota:

/fdu‘ <
X

pero no sirve para demostar el teorema.

/X Re(f) d,u’ +

J () du’,
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Un camino falso de demostracidn

Es correcta la siguiente cota:

/fdu‘ <
X

pero no sirve para demostar el teorema.

/X Re(f) d,u’ +

[ m(ry .
X
En efecto, ya vimos un ejemplo con

/)(Re(f)du‘+‘/)(lm(f)du‘ > /X|f|du.
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z::/ fdpu.
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos a € C tal que |o| =1y az = |z|.
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z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .
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z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u = Re(af)



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) <
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z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)|



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| <



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af]



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| =



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af |f]



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af|f| =



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

/fdu‘:
X




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

\/ fdu‘ — 2]
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

‘/fdu‘zldz
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

‘/ fdu‘:]z|:az
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az >0
‘/ fdu‘:]z|:az_—
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
‘/ fdu‘ = |z| = az =——= Re(az)
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
‘/ fdu‘:’z|:az: Re(az):
X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
‘/ fdu‘:]z|:az: Re(az) = Re(a/ fd,u)
X X



El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X

- fors)




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X

_ Re</xafdu> _




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X

= Re(/xafdu> —/Xud,u,




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X

= Re(/afdu) —/ud,ug
X X




El valor absoluto de la integral
[e]e]e]e]e] ]

z::/ fdpu.
X

Encontramos o € C tal que || =1y az = |z|. Pongamos u:= Re(af) .

u= Re(af) < |Re(af)| < |af| = |af [f] = |f].

az>0
/fdu‘ = |z] = az =———= Re(az) = Re (a/ fd,u)
X X

—Re</ afdu) —/ud,ug/\f]du.
X X X
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