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Objetivos

Dada una funcién f de clase L3 (R), consideramos las funciones que se obtienen de f por

per(
medio de las siguientes transformaciones simples:



Objetivos

Dada una funcién f de clase L%ﬂ_pe,(R), consideramos las funciones que se obtienen de f por

medio de las siguientes transformaciones simples:

e g(x) =f(x—s),
° g(x) = f(—x),

° g(x) = f(x),

° g(x) = Re(f(x))
o g(x) = Im(f(x))
e g(x) =eP*f(x),
° g(x) = f(x)

En cada uno de estos casos, vamos a expresar los coeficientes de Fourier de g

en términos de los coeficientes de Fourier de f.



Repaso: las funciones medibles 27-periddicas y la seminorma Np,zﬁ_per

F = la o-algebra de Lebesgue en R y sea i la medida de Lebesgue en R.
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Sea 1 < p < +00. Definimos Np 2r-per: Marper(R, F,C) — [0, +00],

1 1/p
Np2r-per(f) = (h /[Oh[lfl”du) :



Repaso: las funciones medibles 27-periddicas y la seminorma Np,zﬁ_per
F = la o-algebra de Lebesgue en R y sea i la medida de Lebesgue en R.
Morper(R, F,C) = {f e M(R,F,C): VxeR f(x+2r)="f(x)}.

Sea 1 < p < +00. Definimos Np 2r-per: Marper(R, F,C) — [0, +00],
1 1/p
aoer(f) = | =— f|P .
Np,2 per(f) (27r /[0’%[’ ‘ dﬂ)

Proposicién

Np2r-per €5 Una seminorma extendida.
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Repaso: las funciones 27-periddicas que se anulan c.t.p.

Z27r-per(R) = {f S M27r-per(Ra ]:7 C) f et OR}-

Proposicién
Sea 1 < p < +o00. Entonces

ZZﬂ-per(R) = {f S M27r-per(R> ]:7 (C) Np,27r-per(f) = 0}
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EP
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Repaso: los espacios £5, .. (R) y L5, .. (R)

Egﬁ-per(R) = {f € Mo per(R, F,C):  Npomper(f) < +o0}.
El espacio L5, . (R) se define como el espacio cociente

[’27r per( )/Z2W-PGF(R)'

Las operaciones lineales y la norma se definen a través de representantes

(se demuestra que estas definiciones son consistentes).

Proposicién

L5, er(R) es un espacio de Banach.




Comparacién de L. (R) con L3 . (R)

27-per

Ejercicio. Demostrar que
L3 r-per(R) C Ly per(R).

2m-per



Comparacién de L. (R) con L3 . (R)

Ejercicio. Demostrar que
12 (R)C L} .. (R).

2m-per 2m-per

Ejercicio. Demostrar que
L%W—per(R) 7£ L%w—per(R)‘



Sobre las integrales de una funcién periddica

En este tema suponemos que f € L5 (R).

En particular, los resultados se cumplen también para f en L%ﬂ—per(R)'



Sobre las integrales de una funcién periddica

En este tema suponemos que f € L5 (R).

En particular, los resultados se cumplen también para f en L%W_per(R).

Proposicién (sobre las integrales de una funcién periddica)

Sea f € L3 _.(R)ysea a € R. Entonces

2m-per
/ fdu= / fdu.
[a,a27] [0,27[
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Demostracién para 0 < a < 27

/ fd,u:/ fd,qu/ fdpu.
;27 [a,27] [27,a+27]

En la segunda integral hagamos el cambio de variable y = x — 2.
Usamos la invarianza de p bajo las traslaciones.
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Demostracién para 0 < a < 27

/ fd,u:/ fd,qu/ fdpu.
;27 [a,27] [27,a+27]

En la segunda integral hagamos el cambio de variable y = x — 2.
Usamos la invarianza de p bajo las traslaciones.

/[ZWMZW[ f(x) du(x) = /[o,a[ f(y +2m) du(y) = /[O’a[ f(y)du(y).

Luego

/ fdu:/ Al fdM:/ T
[a,a27] [a,27[ [0,af [0,27[



Ejercicio. Demostrar la proposicién anterior para « general.
Sugerencia. Escribir & como
a=2tm+ 3,

donde me Z, 0< 3 < 27.



Repaso: las funciones basicas de Fourier

Para cada k en Z, denotamos por ¢y a la k-ésima funcién basica de Fourier:
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Repaso: las funciones basicas de Fourier

Para cada k en Z, denotamos por ¢y a la k-ésima funcién basica de Fourier:

wk(x) = GHS0

Proposicién

Sea k € Z. Entonces @y es 2m-periddica.
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Repaso: la definicion de los coeficientes de Fourier

Dada f en L3, ,..(R), para cada k en Z pongamos

. 1 _
f = 2—/ for dp.
T Jjo,2x]

En una notacién mas elemental,

27
T —kix
fo = —27r/0 f(x) e dx.



Los coeficientes de Fourier y los desplazamientos de la funcién

Proposicién

Sean f € Ly, o (R), s € R. Definimos g: R — C como

g(x) = f(x —s).

Entonces para cada k en Z,

o~

B =e """ H.
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Demostracion

1

T o

~

2m .
8k / f(x —s)e kKixdx
0

hacemos el cambio de variable y = x — s

_ 1/27r—s f(y) e—ki(y—l—s) dy = 1/2w—s f-(y)e—kiye—kis dy
27T —S 27T —S

. 1 2m—s .
_ ki 7/ Fly)e 1Y dy

21 J_s



Demostracion

1 2w .
8k = E/o f(x —s)e kKixdx

hacemos el cambio de variable y = x — s

_ 1/27r—s f(y) e—ki(y—l—s) dy = 1/2w—s f-(y)e—kiye—kis dy
27T —S 27T —S

_ e—kis 1/2#5{( )e—kiyd _
N 2 4 =

—S



Demostracion

1

T o

~

2m .
8k / f(x —s)e kKixdx
0

hacemos el cambio de variable y = x — s

_ 1/27r—s f(y) e—ki(y—l—s) dy = 1/2w—s f-(y)e—kiye—kis dy
27T —S 27T —S

ki 1 27—s ki ki 1 27 ki
= e */ fly)e ™ dy = e™'* */ fy)e ™" dy
0

21 J_s 2T



Demostracion

1 2w .
8k = E/o f(x —s)e kKixdx

hacemos el cambio de variable y = x — s

1 27—s ki 1 2m—s ki ki
— oo [ fpetiray = = [T e ek gy

—s 21 J_s

ki 1 27—s ki ki 1 27 ki
= e g/ fly)e ™ dy = e™'* */ fy)e ™" dy
0

— 27



Demostracion

1 2w .
8k = E/o f(x —s)e kKixdx

hacemos el cambio de variable y = x — s

1 27—s ki 1 2m—s ki ki
— oo [ fpetiray = = [T e ek gy

—s 21 J_s

ki 1 27—s ki ki 1 27 ki
= e g/ fly)e ™ dy = e™'* */ fy)e ™" dy
0

— 27

= efk'sfk.



Los coeficientes de Fourier de la funcién reflejada

Proposicién

Sea f € L}, .. (R). Definimos g: R — C como

Entonces para cada k en Z se tiene




Demostracion

g —1/27rf(— e ' d —1/0 f(y)e'™ d
&= 21 Jo x o )oY Y

Como la funcién debajo de la integral es 27-periddica,

podemos cambiar el intervalo de integracién a [0, 27| :

R 1 27
& /0 F(Y) o rly)dy = For.

" 21



Los coeficientes de Fourier y modulacién de la funcion

Proposicién
Sean f € L3 . (R), p€Z,

27m-per

Entonces




Demostracion

1 o 1 2T P
Bk = — fdu=— —pfdp = fip.
8k 27T/0 Pk Ppl dp 277/0 Pk—pt A = Tk—p



Los coeficientes de Fourier de la funcién conjugada

Proposicién

Sea f € L%W_pe,(R). Pongamos

Entonces




Demostracion



Demostracion




Demostracion




Demostracion




Los coeficientes de Fourier de la parte real de una funcién

Proposicién
Sea f € L}, pe,(R). Pongamos

Entonces

—
~h)
_|_
™
>
~
)

I

| —
—
~h)

|

™
=
S~—




Los coeficientes de Fourier de la parte real de una funcién

Proposicién

Sea f € L}, pe,(R). Pongamos
u = Re(f), v = Im(f).
Entonces " . | L
U = E(fk + k), Vk = E(fk — f_g)
Idea: _ _
A N
2 20




Los coeficientes de Fourier clasicos (con cos y sen)

Ejercicio. Sea f € [} (R) y sea k en N. Expresar

27-per
1 2 1 27

ay = —/ f(x) cos(kx)dx, by = 7/ f(x) sen(kx)dx,
™ Jo T Jo

en términos de f.

Expresar f en términos de ak y bg.



Los coeficientes de Fourier de la derivada de una funcidn

Proposicién

Sea f € Corper(R) tal que f es absolutamente continua en [0, 27].
Denotemos por g a la derivada de f:

g="f.
Entonces para cada k en Z,

g = kif.




Demostracion



Demostracion

1 2 e
G A f'(x)e” " dx.

Sabemos que



Demostracion

1 2w

8k = 27 Jo f'(x)e” 1% dx.
Sabemos que

d —ikx\) _ . —ikx

ax (e ) = —kie .
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Demostracion

1 2 .
8k = — f'(x) e R dx.
27 Jo

Sabemos que
di(e—ikx) = — ki e—ikx‘
X

Aplicamos la integracién por partes:

8k =



Demostracion

1 2 .
8k = — f'(x) e R dx.
27 Jo

Sabemos que
di(e—ikx) = — ki e—ikx‘
X

Aplicamos la integracién por partes:

. f(2m) —1(0)

gk = o +



Demostracion

~ 1 2m ! —ikx

G 0 f'(x)e dx.
Sabemos que

d —ikx\) _ . —ikx

ax (e ) = —kie .
Aplicamos la integracién por partes:

f(en) — f 1 2 ;
5= 1Cm =fO) i L ey e ke dx

2T 21 Jo



Demostracion

~ 1 2m ! —ikx
8k =15 0 f'(x)e dx.
Sabemos que
d —ikx\) _ . —ikx
ax (e ) = —kie .
Aplicamos la integracién por partes:
f(en) — f 1 2 ;
5= 1Cm =fO) i L ey e ke dx
27 21 Jo

Gracias a la periodicidad de f, tenemos f(27) — f(0) = 0.



Demostracion

~ 1 2m ! —ikx
8k =15 0 f'(x)e dx.
Sabemos que
d —ikx\) _ . —ikx
ax (e ) = —kie .
Aplicamos la integracién por partes:
f(2r) — f(0 1 2 ;
5= 1Cm =fO) i L ey e ke dx
27 21 Jo

Gracias a la periodicidad de f, tenemos f(27) — f(0) = 0. Luego



Demostracion

~ 1 2m ! —ikx
8k =15 0 f'(x)e dx.
Sabemos que
d —ikx\) _ . —ikx
ax (e ) = —kie .
Aplicamos la integracién por partes:
f(2r) — f(0 1 2 ;
5= 1Cm =fO) i L ey e ke dx
27 21 Jo

Gracias a la periodicidad de f, tenemos f(27) — f(0) = 0. Luego

g = ki f.



Los coeficientes de Fourier de la antiderivada de una funcidn

Ejercicio. Sea f € L}, . (R) tal que

Definimos g: R — C,

Demostrar que g € Cor_per(R). Calcular gx para cada k en Z.



Resumen




Resumen
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Resumen
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Resumen

g(x) Bk
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