El nicleo de Fejér

Estos apuntes escribié Egor Maximenko con ayuda de Oscar Garcia Hernandez.
Objetivos. Deducir varias férmulas equivalentes para el nicleo de Fejér (®,,)7_,.
Requisitos. El niicleo de Dirichlet, cambio de variable en sumas triangulares.

Aplicaciones. Luego demostraremos que la sucesién (®,,)%_, es una sucesién de Dirac.
En otra terminologia, es un nicleo bueno. Usando esta sucesiéon y la convolucion periodica
se puede demostrar el teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de funciones
continuas periédicas por polinomios trigonométricos.

Monomios y polinomios trigonométricos (repaso breve)

1. Monomios trigonométricos. Para cada k en Z, denotamos por ¢ a la funcién
R — C definida mediante la férmula

or(0) == e (1)

2. Polinomios trigonométricos (repaso breve). Una funcién f: R — C se llama
polinomio trigonométrico o polinomio de Fourier si f es una combinacion lineal finita de
algunas de las funciones ¢, k € Z; en otras palabras, si existe un subconjunto finito A de
Z y una familia (¢ )rea de nimeros complejos tales que

f=> apr. (2)

keA

En otras palabras, f es un polinomio trigonométrico si existe un nimero n € {0,1,2,...}
y algunos numeros ¢, k € {—n,...,n}, tales que

n

f=> arpn (3)

k=—n
Obviamente (3) es un caso particular de (2), con A = {—n,...,n}. Por otro lado, para
pasar de (2) a (3), es suficiente poner n = max{|k|: k € A} y ¢, = 0 para k en

{—n,...,n}\A.

3. Periodo positivo minimio del monomio trigonométrico (repaso breve). La

funcion ¢q es una funcién constante, por eso cualquier nimero real sirve como su periodo
0 ) )

y el periodo positivo minimio no estd definido. Si k € Z\{0}, entonces para cada 6 en R

2 : ] .
O (0 + ’_]:‘—) _ ek19+27rsgn(k;) _ ekl@ _ ka(g)a

asi que %’T es un periodo positivo de ¢,. Por otro lado, la funcién ¢, toma el valor 1
solamente en los puntos de la forma %], j € Z, por eso es facil demostrar que el periodo
2t Como 27 es un multiplo de

L

2

ik la funcién ¢y es 2m-periddica.

positivo minimo de ¢y, es
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4. Proposicién (periodicidad de polinomios trigonométricos). Cada una de las
funciones ;. es 2m-periddica, por eso cualquier polinomio trigonométrico también es una
funcién 2m-periddica.

5. Otras formas de trabajar con funciones periédicas. La periodicidad permite con-
siderar polinomios trigonomericos como funciones definidas en el grupo cociente R/(277Z)
o en la circunferencia unitaria T, pero en estos apuntes no trabajamos asi. Algunos autores
prefieren trabajar con funciones z ~— e?*™*1%. Sus combinaciones lineales son 1-periédicas
y se pueden considerar como funciones definidas en el grupo cociente R/Z.

El nicleo de Dirichlet (repaso breve)

6. Varias definiciones equivalentes del nicleo de Dirichlet (repaso breve). Para
cada n en {0,1,2,...}, el nicleo de Dirichlet D,, es una funcién R — R definida mediante

la siguiente féormula:
n

D, (6) = >, "’ (4)

k=—n
Otra férmula equivalente:
D, (0) = 1+2 ) cos(kb). (5)
k=1

De la forma (4) es obvio que D, es un polinomio trigonométrico; es la suma de los
monomios trigonométricos con indices de —n a n:

El nicleo de Dirichlet se puede calcular en forma cerrada (sin »):

(2n+1)0

sen ~———*
Dp(0) = ———5— (7)

Sen 5

Del punto de vista elemental, el lado derecho de (7) no esta definido en los puntos de la
forma 6 = 2mm, m € Z. Sin embargo, en cada uno de estos puntos el lado derecho de
(7) tiene limite 2n + 1 y se puede definir por continuidad. Del punto de vista de andlisis
complejo, D,, es una funcién analitica, los multiplos de 27 son sus singularidades evitables,

y el valor D,, en estos puntos se define de manera automatica.

7. Propiedades elementales del niicleo de Dirichlet (repaso breve). El nicleo de
Dirichlet es una funcién 2r-periédica:

D, (0 4+ 2mm) = D,(0) (feR, meZ). (8)

El nicleo de Fejér, pégina 2 de 7



El nicleo de Dirichlet es una funcién par:
Dy(=0) = Dn(0) (0 €R). (9)

El ntcleo de Dirichlet tiene valor 2n 4+ 1 en los multiplos enteros de 27, esto es, en los
puntos del conjunto 277Z:

D,(2mn) =2n +1 (meZ). (10)

El niimero 2n + 1 es el maximo valur absoluto de D, esto es, el valor absoluto de D,, se
acota por 2n + 1:
|ID,(0)] <2n+1 (0 eR). (11)

Si 0 no es un miltiplo de 27, entonces D, () es estrictamente menor que 2n + 1:
D,(0) <2n+1 (0 € R\27Z). (12)

Esto significa que D,, toma el valor 2n + 1 solamente en los multiplos de 27. Por conse-
cuencia, 27 es el periodo positivo minimo de la funcion D,,.

Definicién del nucleo de Fejér y varias formulas equivalentes

8. Definicién del nicleo de Fejér a través del nicleo de Dirichlet.
1 n—1
) = — )
o(6) = = 3 Du(6) (13)
k=0
9. Proposicién (el nicleo de Fejér como un polinomio trigonométrico, en la
forma compleja).
- K1Y kio
D, (0) = 1-—— e 14
0= (1-2)e (1)

y también

®,(0) = nzl ( —%) ke (15)

1 n—1 1 n—1 J .
Pa(0) = 2. Di6) = - P
j=0 =0 k——j

Para intercambiar las sumas, notamos que el sistema de desigualdades

o<j<n—1, |k <j
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es equivalente al sistema
k| <n—1, k| <j<n-—1.

Por eso

@n( Z Z kio _ ﬁ 2 (n_|k|)ek:ié): 2 (1_%>eki6.

k 1-n j=|k| k=1-n k=1—

Cuando |k| = n, la expresién 1 — % vale cero, asi que los sumandos extremos de la suma

(14) se pueden omitir, sin cambiar el valor de la suma. En otras palabras, (14) y (15) son
equivalentes. O

10. Proposicién (el nicleo de Fejér como un polinomio trigonométrico, en la
forma real).

n

C,(0) =1+2 ) <1 - 5) cos(kf), (16)
k=1
y también

n—1

O,(0) =142 ) <1 - 5) cos(k). (17)
k=1 "

Demostracion. Estas formulas se pueden deducir de (5), la demostracién serfa muy similar

a la demostracion de la Proposiciéon 9. Para no repetir los razonamientos, vamos a deducir

(16) de (14). Dividimos la suma del lado derecho de (14) en tres partes, correspondientes

a los conjuntos {—n,...,—1}, {0} y {1,...,n}:

®,(0) = j ( Jﬁ) +1+2< |k|)

k=—n

En la primera suma cambiamos la variable muda & por j, y en la tercera suma simplifi-

camos |k|:
N 1j] B\ i
HOEEY (1 ) g Z < >e’“9. (18)
j=—n

Ahora en la primera suma hacemos el cambio de Varlable k = —j. Cuando j recorre el
conjunto {—n, ..., —1}, la variable k recorre el conjunto {n,...,1} = {1,...,n}:

-1 n

k .
Z <1 |J|>e]19 2 (1__) eflm@.
, n

Ahora podemos juntar y simplificar dos sumas en (18), usando la férmula de Euler
k10 4 e7k10 = 2 cos(k0):

=1+ i (1 — %) ("1 e ") = i (1 - —) cos(k6). O
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11. Proposicién (el valor del niicleo de Fejér en los multiplos de 27). Para cada
m € 7,
o, (2mm) = n. (19)

Demostracion. Para verificar (19), usamos (13), (10) y la férmula para la suma de la
progresién aritmética:

1S _1+2m-1+1
22mm) == 325 + 1) =n. O
mm) ”Z ¥ 5 n

12. Proposicién (el niicleo de Fejér como un cociente trigonométrico). Para
cualquier 0 € R\27Z,

sen AN
1 2
P, (0) = - | (20)
sen —
2
Demostracion. Usamos (13) y (7):
1 n—1 1 — (2k2+1) n—1 Qk + )9
= =N Duo) = - - = 21
nZ_: k(0) nZ nsen—z_:SIH 5 (21)

Recordemos que sen ¢ = Im(e'¥) y consideremos la siguiente suma:

n—1 eni@_l
Z ol i(2n+1)0/2 _ 19/2 Z ekl@ i9/2
k=0 ¢ -1
nif/2 _ —nif/2 nd
_ it & e _ nig2 S
ell0/2 _ o—16/2 senQ

2

Sacamos la parte imaginaria:

Z (2k+1)6 _ (sen’y)”

= 0
2 sen 5

Sustituyendo este resultado en (21) obtenemos (20). O
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Propiedades elementales del nicleo de Fejér

13. El niicleo de Fejér es una funcién 2w-periédica y par. Inmediatamente de (13),
(22) v (23),
®,,(0 + 2mm) = ®,(0) 0eR, meZ). (22)

El nicleo de Fejér es una funcién par:
,(—0) = ©(0) (0 eR). (23)
14. El nicleo de Fejér siempre toma valores no negativos. Para cada 6 € R,
d,,(6) = 0. (24)

Demostracion. Es un corolario de (20) y (19). Notemos que esta propiedad no se ve
facilmente de las férmulas (13), (14) o (16). O

15. Proposicién (el valor maximo del niicleo de Fejér). La funcién ®@,, toma valores
de 0 a n:
0<®,(0) <n (0 e R), (25)

y el valor maximo n se alcanza solamente en los multiplos de 27.

Demostracion. Tomando en cuenta (24) y (19), es suficiente demostrar que para cualquier
0 en R\27Z,
d,(0) <n.

Esto sale de (13) y (12): si § € R\27Z, entonces
1 _
— Z 27+1 [
n :

16. El periodo positivo minimo del nicleo de Fejér. El niimero 27 es el periodo

positivo minimo de la funciéon @,,.

Demostracion. Ya sabemos que 27 es un periodo de la funcién @,,. Supongamos que 7' > 0
y T es un periodo de ®,,:

Q,(0+T)=o,(0) (0 e R).
Aplicamos esta igualdad con 6 = 0. Por (19),
¢, (T) =n.

Como vimos en la demostracién de la Proposicién 15, ®,,(0) # n? para § € R\27Z. En
particular, ®,(0) # n para 0 € (0,27). Por eso T' > 27. O
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El nucleo de Fejér en términos de la funcién seno cardenal

17. Funcién seno cardinal (repaso). Recordemos que la funcién senc: R — R estd
definida mediante la regla

sen(x)

, e R\{0};
1, x = 0.

Algunos autores prefieren usar la funcién senc normalizada, con el cociente %, pe-
ro en estos apuntes trabajamos con funciones 2m-periddicas y usamos la funcién senc

desnormalizada. Se puede demostrar de varias maneras que

lim 50 _
x—0 x
x#0

asi que la funcion senc es continua en R. De hecho, del punto de vista de analisis complejo,
la funcién senc esta definida en todo el plano complejo, es entera y se desarrolla en la

serie ”
x
—1-= . E
senc(z) 5 + — 120

k2k

2k + 1)! (26)

La férmula (26) es vélida para cualquier x real o compleJo y es especialmente 1til cerca

sen(w)

del punto 0, cuando la férmula puede generar errores de redondeo.

18. Calculo del niticleo de Fejér usando la funciéon seno cardinal. Dado 6 € R,
buscamos 1 € [0,7) y m € Z tales que

0] = n + 2mm,
y aplicamos la propiedad periédica y la propiedad par de la funcién ®,,:
D, (0) = ®u(|0]) = Pu(n + 2m7) = O,(n).

Luego expresamos @, (n) en términos de la funcién seno cardinal usando la férmula (20):

sen @ Q ’ senc @ ’
2 2 2
- sen — senc —
2 2 2

El dltimo cociente esta bien definido en el punto n = 0 y se calcula de manera numérica-
mente estable para 7 cercano al cero. De esta férmula también se ve que ®,,(2mn) = n
para cada m en Z.
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