El ntcleo de Dirichlet

Objetivos. Demostrar varias férmulas equivalentes para el niicleo de Dirichlet y estudiar
sus propiedades elementales.

Requisitos. La suma de la progresion geométrica, férmulas de Euler.

Aplicaciones. FEl nicleo de Dirichlet sirve para representar la suma parcial de Fourier
Sn(f) en forma integral. Varios resultados sobre la convergencia de sumas de Fourier se
demuestran por medio del ntcleo de Dirichlet.

Monomios y polinomios trigonométricos (repaso breve)

Definicién 1 (monomios trigonométricos). Para cada k en Z, denotamos por ¢ a la
funciéon R — C definida mediante la férmula

oR(6) = e (1)

Definicién 2 (polinomios trigonométricos). Una funcién f: R — C se llama polinomio
trigonométrico o polinomio de Fourier si f es una combinacion lineal finita de algunas de
las funciones @y, k € Z; en otras palabras, si existe un subconjunto finito A de Z y una
familia (cx)rea de ntiimeros complejos tales que

= crpn (2)

keA
En otras palabras, f es un polinomio trigonométrico si existe un nimero n € {0,1,2,...}
y algunos nimeros ¢, k € {—n, ..., n}, tales que

n

F=> cpn (3)

k=—n

Obviamente (3) es un caso particular de (2), con A = {—n,...,n}. Por otro lado, para
pasar de (2) a (3), es suficiente poner n = max{|k|: k € A} y ¢ = 0 para k en
{-n,...,n}\ A

1. Periodo positivo minimio del monomio trigonométrico (repaso breve). La
funcion g es una funcién constante, por eso cualquier nimero real sirve como su periodo,
y el periodo positivo minimio no estd definido. Si k € Z\ {0}, entonces para cada 6 en R,

2 . .
O <0 + ﬁ) _ ek10+27rsgn(k) _ ek’l@ _ @k(9)7

asi que 2?” es un periodo positivo de ;. Por otro lado, la funcién ¢, toma el valor 1

solamente en los puntos de la forma %J, J € Z, por eso es facil demostrar que el periodo
positivo minimo de ¢y, es % Como 27 es un multiplo de %, la funcién ¢y es 2m-periddica.
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2. Proposicién (periodicidad de polinomios trigonométricos). Cada una de las
funciones ;. es 2m-periddica, por eso cualquier polinomio trigonométrico también es una
funcién 2m-periddica.

3. Otras formas de trabajar con funciones periddicas. La periodicidad permite
considerar polinomios trigonomericos como funciones definidas en el grupo cociente Ry, =
R/(27Z) o en la circunferencia unitaria T, pero en estos apuntes no trabajamos asi.
Algunos autores prefieren trabajar con funciones x — e>™*1*. Sus combinaciones lineales
son 1-periédicas y se pueden considerar como funciones definidas en el grupo cociente
R/Z.

El ntucleo de Dirichlet

4. Definicion del nicleo de Dirichlet como la suma de ciertas funciones basicas
de Fourier. Para cada n en Ny := {0,1,2,...}, el nticleo de Dirichlet D,, es una funcién
R — R definida mediante la siguiente formula:

Dn = Z Pk, (4)

k=—n

esto es,

D,(0) = > . (5)

k=—n
De la forma (4) o (5) es obvio que D,, es un polinomio trigonométrico.
Proposicién 3 (el niicleo de Dirichlet como una combinacién lineal de cosenos).
D, () =142 cos(kf). (6)
k=1

Demostracion.

-1 n
Dn(ﬁ) — Z ekiﬁ — Z ekit? +1+Zeki19
k=1

k=—n k=—n
= 1+Z(ekm—|—e_ki’9: 1+22c:os(kn9). O
k=1 k=1

El nicleo de Dirichlet se puede calcular en forma cerrada (sin »_).
Proposicién 4 (férmula cerrada para el niicleo de Dirichlet).

2n+1

D) =" 2. @
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Del punto de vista elemental, el lado derecho de (7) no esta definido en los puntos de
la forma 6 = 2mm, m € Z. Sin embargo, en cada uno de estos puntos el lado derecho de
(7) tiene limite 2n + 1 y se puede definir por continuidad. Del punto de vista de anélisis
complejo, D,, es una funcién analitica, los multiplos de 27 son sus singularidades evitables,
y el valor D,, en estos puntos se define de manera automatica.

Demostracion. Usamos la férmula de la suma de la progresiéon geométrica.

. . o Celntn)iv _q
Dn(ﬁ) _ e—n119 E e(k+n)119 _ e—nlﬂ E ek‘l'l9 _ e—nlﬁ
k=0

el —1
k=—n
2n41)iv 2n41)id 2n41)i9
e(n2)l (e(n2>1 —ef(nz)l > Sen(2n+1)z9
__ . —nid — 2 UJ
=¢ i i iy - 9 :
ez (eT —e_T) Seit

Proposicién 5 (propiedades elementales del niicleo de Dirichlet). El nicleo de Dirichlet
es una funcion 2m-periodica:

D, (0 + 2mm) = D,(9) 0 eR, meZ). (8)
El nicleo de Dirichlet es una funcion par:
Dn(=d) = Dp(9) (0 €R). (9)

El nicleo de Dirichlet tiene valor 2n + 1 en los maltiplos enteros de 2w, esto es, en los
puntos del conjunto 2m7.:

D,(2mnm) =2n+1 (m € Z). (10)

El nimero 2n + 1 es el mdzimo valur absoluto de D,,, esto es, el valor absoluto de D,, se
acota por 2n + 1:
|1D,(0)] <2n+1 (0 € R). (11)

Si 0 no es un maltiplo de 2, entonces D, (0) es estrictamente menor que 2n + 1:
D,(0) <2n+1 (0 € R\ 27Z). (12)
Para cada n en N, el periodo positivo minimo de la funcion D, es 2m.

Demostracion. Para la dltima propiedad, notamos que D,, toma el valor 2n+ 1 solamente
en los multiplos de 27. O
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