Sucesiones de Cauchy

Objetivos. Definir el concepto de sucesiones de Cauchy. Describir sucesiones de Cauchy
en términos del medidor de Cauchy.

Prerrequisitos. Espacios métricos, sucesiones convergentes.

1 Definicién (sucesion de Cauchy). Sea (,)nen una sucesiéon en X. Se dice que (x,,)nen
es de Cauchy si para cada € > 0 existe k en N tal que para cualesquiera m,n en N con
m,n > k se cample la desigualdad d(x,,,x,) < €.

2 Proposicién (cada sucesién convergente es de Cauchy). Sean (x,)neny una sucesion
en X y a un punto de X tales que lim,_,o , = a. Entonces (T)nen €S una sucesion de
Cauchy.

3 Definicién (sucesién regular de Cauchy). Sea (z,),en una sucesion en X. Se dice que

(Zp)nen es regular de Cauchy si para cada n en N se cumple la desigualdad d(z,, z,.1) <
2-n-1

4 Proposicién. Sea (,)nen una sucesion reqular de Cauchy en X. Entonces (,)nen €S
de Cauchy.

El medidor de Cauchy de una sucesion

El concepto del medidor de Cauchy de una sucesién no es comin en la bibliografia (de
hecho, este concepto estd inventado o reinventado por el autor de estos apuntes), pero este
concepto técnico simplifica algunos razonamientos, disminuyendo el nimero de variables
y cuantificadores. Un papel similar hace el médulo de continuidad de una funcién.

5 Definicién (el medidor de Cauchy de una sucesién). Dada una sucesién a = (ax)gen
en (X, d), pongamos

Ya(n) = sup d(aj,a;) = diam({ay: k> n}).
7,k>n

6 Proposicién (el medidor de Cauchy de una sucesién es una sucesién decreciente).
Sea a = (ag)ken una sucesion en un espacio métrico (X, d). Entonces la sucesion vy, =
(&4(n))nen es decreciente, esto es,

Ya(n+1) <7(n)  (neN).

Sucesiones de Cauchy, pégina 1 de 2



Demostracion. Primero notamos que la cola de la sucesién que empieza con el indice n+1
esta contenida en la cola que empieza con el indice n:

{a;: 5 2n+1} C{a;: j = n}.

Sacando los diametros de los conjuntos en ambos lados, obtenemos la desigualdad reque-
rida. O]

7 Ejemplo. Calculemos v, para la sucesién a = (ax)reny dada por

1
ap = —.

k

Sea n € N. Dados j,k > n, consideremos el caso j < k. Entonces

1 1
d(a; = la; — = |- — = )
(amak) |aj ar| ‘] k"

S|

1< <
2 S

(SR,

1
J
Esto implica que ~,(n) < % Por otro lado, para cada £ > n tenemos

S|+
el e

Ya(n) 2 d(an, a) =

Pasando al limite cuando k tiende a infinito, obtenemos que &,(n) > % Respuesta final:

Ya(n) = %

8 Ejercicio. Calcular 7, para la sucesion a = (ay)ren dada por a, = -
9 Ejercicio. Calcular 7, para la sucesiéon a = (ay)ren dada por a = (—1)~.

10 Proposicion. (ax)ren es de Cauchy si, y solo si, ya(n) — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Demostremos solamente la suficiencia (la necesidad se deja como un ejer-
cicio). Supongamos que &,(n) — 0 cuando n — oo. Demostremos que la sucesiéon a =
(ax)ren es de Cauchy. Sea ¢ > 0. Usando la suposicién encontramos n en N tal que para
cada m > n se cumple v,(m) < €. En particular, v,(n) < e. O
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