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Objetivos.
Introducir el concepto de convergencia de Cauchy en medida .
Relacionar este concepto con la convergencia en medida

y con la convergencia casi uniforme.
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Objetivos.
Introducir el concepto de convergencia de Cauchy en medida .
Relacionar este concepto con la convergencia en medida

y con la convergencia casi uniforme.

Prerrequsitos:
@ conjuntos auxiliares A(e, n) y B(e, k),

@ criterio de convergencia casi uniforme en términos de estos conjuntos,

propiedad decreciente de B(g, k) respecto a ambas variables,

propiedad o-subaditiva de medida,

subsucesién de una sucesion.



@ Convergencia de Cauchy en medida

© Sucesiones regulares de Cauchy en medida

© Teoremas principales
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Conjuntos A(e, n) y A(e, m, n)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.
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Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.

Sean (f,)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).
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Conjuntos A(e, n) y A(e, m, n)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.

Sean (f,)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).

Para cada € > 0 y cada n en N definimos

A(e, n) = {x € X: |fa(x) — g(x)| > €}.
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Conjuntos A(e, n) y A(e, m, n)

Sea (X, F, 1) un espacio de medida.
M(X, F,C) := el conjunto de todas las funciones X — C que son F-medibles.

Sean (f,)nen una sucesién en M(X, F,C), g € M(X,F,C).

Para cada € > 0 y cada n en N definimos

A(e, n) = {x € X: |fa(x) — g(x)| > €}.

Para cada m, n en N definimos

A(e, m,n) = {x € X: |fn(x) — fa(x)| > €}
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Los conjuntos A(g, n) y A(e, m, n) son medibles

A(e,n) ={x € X: |fa(x) — g(x)| > €}.

A(e,m,n) = {x € X: |fm(x) — fa(x)| > €}.
Ejercicio. Demostrar que para cadae >0y cada m,ne N

A(e, n) € F, A(e,m,n) € F.
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Convergencia en medida y convergencia de Cauchy en medida

Se dice que (f,)nen converge a g en medida p si

Ve >0 Jim p(A(e, n)) = 0.
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Convergencia en medida y convergencia de Cauchy en medida

Se dice que (f,)nen converge a g en medida p si

Ve >0 Jim p(A(e, n)) = 0.

Se dice que (fy)nen es una sucesién de Cauchy en medida p si

Ve >0 lim u(A(e, m,n)) =0.

m,n—o00
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Convergencia en medida y convergencia de Cauchy en medida

Se dice que (f,)nen converge a g en medida p si

Ve >0 Jim p(A(e, n)) = 0.

Se dice que (fy)nen es una sucesién de Cauchy en medida p si

Ve >0 lim u(A(e, m,n)) =0.

m,n—00
La misma condicién de manera mas detallada:

Ve>0 V6>0 3keN Vmn>k p(Ale,m,n)) <é.
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Una relacién entre los conjuntos A(e, n) y A(e, m, n)

Para cada € > 0y cada mynen N,

A(e, m,n) C A(e/2, m) U A(e/2, n).
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que

A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(e/2, m)
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

| fm(x) — &(x)|
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

fm(x) — g()| < 5
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

() —g() <= A |f(x) - g(x)|

2
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

b g <5 A A0 - gl < 3.
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

b g <5 A A0 - gl < 3.

Luego
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Demostracion del lema

Queremos demostrar que
A(e, m,n) C A(e/2,m) U A(e/2, n).

Supongamos que x ¢ A(e/2,m) U A(e/2, n).
Entonces x ¢ A(¢/2,m) A x ¢ A(e/2,n), esto es,

() —g() <= A [f(x)—g(x)| <

2

N[ ™

Luego
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Si una sucesiéon converge en medida, entonces es de Cauchy en medida

Proposicion
Supongamos que (f,)nen converge a g en medida p.

Entonces (f;)nen es de Cauchy en medida p.
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Si una sucesiéon converge en medida, entonces es de Cauchy en medida

Proposicion

Supongamos que (f,)nen converge a g en medida p.

Entonces (f;)nen es de Cauchy en medida p.

Ejercicio. Demostrar la proposicion usando el lema.
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Si una sucesiéon converge en medida, entonces es de Cauchy en medida

Proposicion

Supongamos que (f,)nen converge a g en medida p.

Entonces (f;)nen es de Cauchy en medida p.

Ejercicio. Demostrar la proposicion usando el lema.

Al final de este tema veremos que se tiene también el resultado reciproco.
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Para cada € > 0y cada m,n en N,

A(e,n) C A(e/2, m) U A(e/2, m, n).

Ejercicio. Demostrar el lema.
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Sucesion de Cauchy en medida

que contiene una subsucesion convergente en medida

Proposicion
Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en medida p, sea g € M(X, F, u)
y sea (v(k))ken una sucesién estrictamente creciente en N.
Supongamos que

ﬂ(k)f@vg.

Entonces

fnig.
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Inicio de demostracion.
Seane >0, 6 > 0.
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Inicio de demostracién.
Seane >0, 4 > 0.
Usando la suposicién f,,x) LS g encontramos p; en N tal que

Vk>p1 u(A(e/2,v(K))) < 8/2.
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Inicio de demostracién.
Seane >0, 4 > 0.
Usando la suposicién f,,x) LS g encontramos p; en N tal que

Vk > p1 w(A(e/2,v(k))) < d/2.
Usando la suposicién que (f,)nen es de Cauchy en medida encontramos p; en N tal que

vman > P2
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Inicio de demostracién.
Seane >0, 4 > 0.
Usando la suposicién f,,x) LS g encontramos p; en N tal que

Vk > p1 w(A(e/2,v(k))) < d/2.
Usando la suposicién que (f,)nen es de Cauchy en medida encontramos p; en N tal que

Vm,n > p2 ,u(A(e/2,m, n)) < 6/2
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Inicio de demostracién.
Seane >0, 4 > 0.
Usando la suposicién f,,x) LS g encontramos p; en N tal que

Vk > p1 w(A(e/2,v(k))) < d/2.
Usando la suposicién que (f,)nen es de Cauchy en medida encontramos p; en N tal que
Vm,n > p» w(A(e/2,m, n)) < /2.
Pongamos g = max{p1, p2}. Si n> g, entonces
v(n) = p1,  n,v(n) = p2.

Ejercicio: completar la demostracién.
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Unicidad del limite en medida

Proposicion

Sea (fp)nen una sucesién en M(X, F, ) y sean g, h € M(X,F, u) tales que

f, L g, £, L h.

Entonces g y h coinciden pu-c.t.p.:

u({x € X: g(x) £ h(x)}) = 0.
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Unicidad del limite en medida

Proposicion

Sea (fp)nen una sucesién en M(X, F, ) y sean g, h € M(X,F, u) tales que

f, L g, £, L h.

Entonces g y h coinciden pu-c.t.p.:

u({x € X: g(x) £ h(x)}) = 0.

Ejercicio. Demostrar la proposicion.
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Repaso: sucesiones regulares de Cauchy de nimeros

Recordemos que una sucesién (a,)neny € CY se llama regular de Cauchy  si

VneN lapr1 — ap| <271
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Repaso: sucesiones regulares de Cauchy de nimeros

Recordemos que una sucesién (a,)neny € CY se llama regular de Cauchy  si

VneN lapr1 — ap| <271

Si se cumple esta condicién, entonces para Vm > n

m—1 m—1

|am — ap| < Z laks1 — ak] < Z 27k < o7t
k=n k=n



Sucesiones regulares de Cauchy en medida
9000000000

Repaso: sucesiones regulares de Cauchy de nimeros

Recordemos que una sucesién (a,)neny € CY se llama regular de Cauchy  si

VneN lapr1 — ap| <271

Si se cumple esta condicién, entonces para Vm > n

m—1 m—1
|am — ap| < Z laks1 — ak] < Z 27k < o7t
k=n k=n

Conclusién: cada sucesion regular de Cauchy es una sucesién de Cauchy.



Sucesiones regulares de Cauchy en medida
000000000

Sea (f,)nen una sucesion en (X, F, u).

Decimos que (f,)nen es regular de Cauchy en medida p si

VneN  up(A@R ",nn+1)) <27
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Sea (f,)nen una sucesion en (X, F, u).

Decimos que (f,)nen es regular de Cauchy en medida p si

VneN  up(A@R ",nn+1)) <27

Ejercicio. Sea (f,)nen una sucesion regular de Cauchy en medida p.

Demostrar que (f,)nen es de Cauchy en medida p.
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Proposicion

Sea (fp)nen una sucesién de Cauchy en la medida p.
Entonces existe una sucesién estrictamente creciente (v(p))pen en N tal que

(f,(p))pen es regular de Cauchy en la medida 4.
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Demostracion

Como (fy)nen es de Cauchy en medida p,
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Demostracion

Como (fy)nen es de Cauchy en medida p,

Ve>0 Vd>0 3JK(e,0) Vm,n> K(e,d) wp(Ale, m,n)) <.
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Demostracion

Como (fy)nen es de Cauchy en medida p,
Ve>0 Vd>0 3JK(e,0) Vm,n> K(e,d) wp(Ale, m,n)) <.
Aplicamos esta condicién con ¢ =27P, § = 27P, y definimos (v(p))pen por induccién:

v(1) = K2127Y),  u(ip)=max{r(p—-1)+1, K(27P,27P)}.
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Demostracion

Como (fy)nen es de Cauchy en medida p,

Ve>0 Vd>0 3FK(e,6) Vmyn> K(e,d) wu(A(e, m,n)) <.
Aplicamos esta condicién con ¢ =27P, § = 27P, y definimos (v(p))pen por induccién:
v(1) = K2127Y),  u(ip)=max{r(p—-1)+1, K(27P,27P)}.

Entonces para cada p en N

HAR™P, v(p), v(p +1))) <27°.
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Cada sucesion regular de Cauchy en medida converge casi uniformemente

Proposicion

Sea (p)nen una sucesion regular de Cauchy en la medida p.
Entonces existe g € M(X, F, 1) tal que
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Por la suposicién, para cada n en N tenemos
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "n,n+1),
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "non+1), Z:=[) Y

keN



Sucesiones regulares de Cauchy en medida
[e]e]e]ele] lelele)

Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "non+1), Z:=[) Y

keN

Yk) < Z 27" =
n=k
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "non+1), Z:=[) Y

keN

00
Yk) < Z o—n _ 2*k+1.
n=k
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "non+1), Z:=[) Y

keN

00
Yk) < Z o—n _ 2*k+1.
n=k

Como pu(Z) < p(Yx) para cada k en N, concluimos que

w(Z)
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Demostracion, construccion de Z

Por la suposicién, para cada n en N tenemos p(A(27", n,n+1)) <27".

Definimos

UA "non+1), Z:=[) Y

keN

00
Yk) < Z o—n _ 2*k+1.
n=k

Como pu(Z) < p(Yx) para cada k en N, concluimos que

w(Z) = 0.
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Demostracién, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.
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Demostracion, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.

Dado € > 0, encontramos k en N tal que

27 k+ < £, X Qé Y.
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Demostracion, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.

Dado € > 0, encontramos k en N tal que
27 k+ < £, X Qé Y.

Luego para cada n > k tenemos  x ¢
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Demostracion, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.

Dado € > 0, encontramos k en N tal que
27 k+ < £, X Qé Y.

Luego para cada n > k tenemos x ¢ A(27",n,n+ 1),
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Demostracion, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.

Dado € > 0, encontramos k en N tal que
27k < ¢ x & Y.
Luego para cada n > k tenemos x ¢ A(27",n,n+ 1),
[for1(x) — fa(x)] <27

Por lo tanto, (f,(x))>

n=

K €
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Demostracion, convergencia puntual en X \ Z

Seax € X\ Z.

Dado € > 0, encontramos k en N tal que
27k < ¢ x & Y.
Luego para cada n > k tenemos x ¢ A(27",n,n+ 1),
[for1(x) — fa(x)] <27

Por lo tanto, (f,(x))7, es una sucesién regular de Cauchy en C.

Como C es completo, (f(x))nen tiene un limite.
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Demostracién, definicion de la funcién g

Hemos mostrado que para cada x en X \ Z la sucesién (f,(x))nen tiene un limite.

Definimos g: X — C,

lim fo(x), xeX\Z

n—o0

0, x€Z.

g(x) =
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Demostracién, definicion de la funcién g

Hemos mostrado que para cada x en X \ Z la sucesién (f,(x))nen tiene un limite.

Definimos g: X — C,

lim fo(x), xeX\Z

n—o0

0, x€Z.

g(x) =

Se puede demostrar que g|x\z y g|z son medibles.
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Demostracién, definicion de la funcién g

Hemos mostrado que para cada x en X \ Z la sucesién (f,(x))nen tiene un limite.

Definimos g: X — C,

lim fo(x), xeX\Z

n—o0

0, x€Z.

g(x) =

Se puede demostrar que g|x\z y g|z son medibles.
Luego g es medible.
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E =
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.

Si m,n € N tales que m > n > p, entonces para cada x en X \ E

m—1

m—1
o) = 01 < Y0 160) ~ Fual0l < 3 27 =27

Jj=n
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.

Si m,n € N tales que m > n > p, entonces para cada x en X \ E

m—1 m—1
[fn(x) = F ()] < D 16i(x) = fira(x)| < Y277 =27
j=n j=n

Pasamos al limite cuando m — oo:
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.

Si m,n € N tales que m > n > p, entonces para cada x en X \ E

m—1 m—1
[fn(x) = F ()] < D 16i(x) = fira(x)| < Y277 =27
j=n j=n

Pasamos al limite cuando m — oo:

8(x) — fa(x)| < 27"
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.

Si m,n € N tales que m > n > p, entonces para cada x en X \ E

m—1 m—1
[fn(x) = F ()] < D 16i(x) = fira(x)| < Y277 =27
j=n j=n

Pasamos al limite cuando m — oo:
lg(x) — fa(x)| < 27"

Esto implica que
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Demostracién, convergencia casi uniforme a g

Dado 7 > 0, encontramos p en N tal que 27P*1 < 5, y pongamos E = Yp.

Si m,n € N tales que m > n > p, entonces para cada x en X \ E

m—1 m—1
[fn(x) = F ()] < D 16i(x) = fira(x)| < Y277 =27
j=n j=n

Pasamos al limite cuando m — oo:

8(x) — fa(x)| < 27"

X\E
Esto implica que f, :\> g
n—o0
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Teorema

Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en medida p.
Entonces existe una sucesion estrictamente creciente (v(p))pen en N
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Sea (f,)nen una sucesién de Cauchy en medida p.

Entonces existe una sucesion estrictamente creciente (v(p))pen en N
y una funcién g € M(X, F, ) tales que

p-c.u,
o) oee
También podemos afirmar que
p-c.t.p. 17
b)) e & T 5 8
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Corolario

Supongamos que (f,)nen es de Cauchy en medida p.
Entonces existe g en M(X, F, ) tal que (f;)nen converge a g en medida p.
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