La funcion Beta de Euler

Objetivos. Estudiar varias definiciones equivalentes de la funcién Beta de Euler. Demos-
trar la formula que la expresa en términos de la funcion Gamma. Estudiar la relacién de
la funcién Beta con los coeficientes binominales.

Requisitos. La funcion Gamma de Euler. Cambios de variables en integrales.

Repaso: la funcién I' y sus propiedades basicas

1 Definicién. Para x > 0,
+00

[(x) = / t" et dt.
0
2 Proposicién (la ecuacién funcional para I, i.e. la relacién de recurrencia). Para cada

x>0,
I(z+1) =al'(z).

3 Proposicién (I' y factorial). Para n en N,

['(n)=(n—-1)L (1)
4 Proposicién (la féormula de reflexién, i.e. la férmula de los complementos). Para 0 <
r <1,

™

D)1 — ) =

(2)

sen(mx)’

En particular, la férmula (2) implica que

1
r (_) _ /&
2
5 Ejercicio. Calcular I" (n + %) para cada n € Ny. Empezar con n =0,1,2,3,....

La funcién B y sus propiedades basicas

6 Definicion. Para z,y > 0,

1

B(z,y) = / 11— )L dt. (3)

0

7 Ejercicio (la propiedad simétrica de la funcién Beta). Usando la férmula (3) y el
cambio de variable s = 1 — ¢ demostrar que

B(y, ) = B(z,y).
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8 Proposicién (la funcién Beta como cierta integral sobre los reales positivos). Para

x,y >0, N
o

ua:—l
0

Demostracién. En la formula (3) hacer el cambio de variable ¢ = . [

9 Proposicidn (la funcién Beta como cierta integral de funciones trigonométricas). Para

z,y >0,
w/2

B(p.q) = 2- / (sin(9))2 (cos(9)) " . (4)

0

10 Corolario. Para o, > —1,

w/2

/ (sin(19))° (cos(9)?) di) — %B <

0

a+1l g+1
2 72 .

11 Proposicién (expresién de B a través de I'). Para z,y > 0,

L(2)C(y)

Bl = T vy

(6)

Demostracion. Esta demostraciéon esta basada en la férmula trigonométrica (4) para la
funcién B y en cambios de variables. Primero hacemos el cambio de variable u = a? en la
integral que define la funcién Gamma:

“+00 —+o00

[(z) = / ety du =2 / e a* ' da.

0 0

Escribimos el producto I'(z)I'(y) de esta manera y convertimos el producto de integrales
en la integral sobre [0, 400)?, usando el teorema de Tonelli:

+o0o +oo
[(x)'(y) =4 / e a® 'da / e B2 db

0 0
+o0o +oo

_4/ /e—(a2+b2) a2 12144 | db
0 0

=4 / e (@ H0%) 21201 4 (p,
[0,+00)?
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Ahora pasamos a las coordenadas polares (hacemos el cambio de variable correspondiente):

—+o00 71'/2
D) =2 [ o 22 [ (cos() (sin()) " ! o
0 0
Es facil ver que las tltimas integrales se convierten en I'(z + y) y B(x, y). O

12 Proposicién.

+oo
p—1 1

/5’7 d:c:—r(]f)r(1—73>: A
14 24 q q q qsin ==

0

Calculo de algunas integrales a través de las funciones I' y B

13 Ejemplo. Para a > 0, calculemos la integral

a
/ZEQ\/ a? — 2 dx.
0

14 Ejemplo.
“+o0o
/ idx.
(1+ )2
0
15 Ejemplo.
+oo
/a:p e “ln(z)dx
0
16 Ejemplo.
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Ejercicios:

17 Ejercicio.

18 Ejercicio.

19 Ejercicio.

20 Ejercicio.

21 Ejercicio.

22 Ejercicio.

23 Ejercicio.

24 Ejercicio.

25 Ejercicio.

26 Ejercicio.

calcular integrales usando las funciones I' y B

1
/\/x—x2dx.
0

+oo

/ dx
1+ 23

0

+oo

/ x?dx
1+ 24

0

w/2

/ sin z - cos* z dz.
0

— (n>1).
= (n>1)

.2
22 e dx

=}
iw o\_é_ \H

La funcién Beta de Euler,

(neZ,n>0).
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