Raices de nimeros complejos

Objetivos. Estudiar soluciones de la ecuacion z" = a.
Requisitos. Férmula de Moivre, criterio de igualdad de ntimeros complejos.

1. Notacién Py (repaso). Para cualquier § € R denotamos por Py o por P(f) al nimero
complejo

Py = cos(#) +isen(6).
Recordando la definicién geométrica de cos y sen notamos que en el plano complejo Py es

el punto de la circunferencia unitaria que corresponde al angulo 6.

2. Multiplicacién de niimeros complejos en forma polar (repaso). Sean ry,ry > 0,
0,05 € R. Entonces

(r1P(61))(r2P(62)) = (r17r2) o, 10,
3. Férmula de Moivre (repaso). Para cualesquier § €e R, 7 >0y n € N,

4. Criterio de igualdad a uno de un nimero complejo escrito en forma polar
(repaso). Sean p > 0, § € R. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) pP(0) = 1.
(b) p =1y existe un ¢ € Z tal que 0 = 2¢r.

5. Criterio de igualdad de niimeros complejos escritos en forma polar (repaso).
Sean 11,79 > 0y 01,05 € R. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) rlP(Ql) = TQP(QQ).
(b) r1 =17y y existe un k € Z tal que 0; — 0y = 2km.

6. Teorema (sobre raices de un nimero complejo no nulo). Sea w € C\ {0} y
sea n € N. Entonces la ecuacion 2z = w tiene exactamente n raices complejas diferentes
a pares. Si w = rP(«), donde r > 0y o € R, entonces las raices de la ecuacién 2" = w se
pueden escribir como

o+ 2km

o= TP <—) _ (cos

o+ 2k . o+ 2kw
— 4+ 185en —

n n

), k=0,1,...,n—1.
n
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Demostracion. Etapa 1. Notemos que z no puede ser 0, porque 0" = 0 # w. Busquemos
z en la forma polar:

z = pP(0) (p>0, 0 eR).
Entonces la ecuacién z" = w se puede escribir en la forma
(pP(0))" = rP(a),
o, por la férmula de Moivre, en la forma
P P(nd) =rP(a).

Por el criterio de la igualdad de niimeros complejos escritos en la forma polar, la ultima
igualdad se cumple si, y solo si, p™ = r y existe un k € Z tal que nf = a + 2km, esto es,

o+ 2km
m—

0:

Para cada k € Z denotemos por z; al nimero complejo

o+ 2k
2= rP|—.
n
Los razonamientos que hicimos hasta este momento muestran que el conjunto solucién de
la ecuacién 2" =1 es

{Zk: k e Z}
Etapa II. Demostremos que los nimeros zy, 21, . . . , 2,1 son diferentes entre si. Sean p, g €
{0,1,...,n} tales que z, = z,. Entonces por el criterio de igualdad de nimeros complejos

escritos en forma polar existe un k € Z

2 2
o+ pW:a+ qﬂ—|—2k7r,
n n

de donde
p—q=nk.
Pero de las desigualdades
0<p<n, 0<g<n
se sigue que
—n<p—q<mn,

estoes, [p—q| <ny |kl = @ < 1. Entonces k = 0, esto es, p = q.

Etapa III. Sea k € Z. Mostremos que z; coincide con uno de los nimeros zg, 21, ..., Zn_1.
Dividimos k entre n:
k=mnq+ s, 0<s<n.
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Entonces
2k 2 2 2
zk—\/_P<a+ W)ZWP<Q+ ST+ nqw) \/_P(OHF S7T+2qﬂ_)‘
n

Por la férmula de multiplicacién de nimeros complejos en forma polar,

Zk_\/_P<oz+237r) P(2gr) = \/_P(a+237r>zzs. .

n

7. Proposicién (raices complejas del nimero cero). Sean € N. Entonces la ecuacién
2™ = 0 tiene una tnica solucién z = 0.

Demostracion. Supongamos que z € C y 2" = 0. Como el valor absoluto del producto es
igual al producto de los valores absolutos, |z|" = |z"| = 0, de donde |z| =0y z = 0.
Al revés, si z = 0, entonces z" = 0" = 0. O

8. Ejemplo. Resolver la ecuacién 22 = 251i.

Demostracion. Escribimos w en forma polar: w = 25P (7w /2). Por el teorema, la ecuacién
2? = w tiene dos soluciones:

zk:5P(7T/2+T%7T>, k=0,1.

Calculemos zy y 21 en forma polar y luego en forma binémica:

5vV2  5vV2
a=sr(3) =5+

Zl:5p(5_7r) _ V2 5V2

1)" 2 T2 b

Hagamos comprobacién para zp:

25 25
2= 5 TBi-5 =251 v
La comprobacion para z; es similar. O
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9. Ejemplo. Resolver la ecuacién 2® = —64.
Solucion. Escribimos —64 en la forma polar:
—64 = 64(—1) = 2°P(n).

Por el teorema sobre raices de un nimero complejo no nulo, el conjunto solucién consiste
de 6 elementos:

2k k k
zk:2P(7T+T7T) :2(008(%—1—%) —|—isen(%+§>), k=0,1,...,5.

Todos estos nimeros estan en la circunferencia de radio 2 con centro en el origen y son
vértices de un hexagono regular inscrito en esta circunferencia:

<1
29 20
zZ3 <5
24
Escribimos los nimeros z; (k= 0,1,...,5) en forma polar y en forma binémica:

20:2P<%>:2(\/§2+i%>:\/§+i, z1:2p(g):21,

22:2P(5—7T):—\/§—1—i, z3:2P(%r):—\/§—i,

6
1
z4:2P(3§>:—2i, 25:213(7”):\/5—1.

Hagamos comprobacién para zg, usando el teorema del binomio:

6
4= (V3+1) =27+6-9V3i-15-9-20-3v3i+15-3+6- V3i—1
— (27 — 135 +45 — 1) + (36 — 60+)V3 i= —64. V

La comprobacién para z; es més facil: 20 = (2i)% = 64i*i* = —64. O
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