Niumeros complejos en la forma polar
(lista de problemas para examen)

En esta lista de problemas trabajamos con nimeros complejos en la forma polar (1la-
mada también la forma trigonométrica).

El sentido geométrico del valor absoluto de nimeros complejos
1. Encuentre los siguientes conjuntos en el plano complejo C.
» {ze€C: |z|=2},{z€C: |2/ <4}, {z€C: |z] >3}
{z€C: |z| <1}, {z€C: |z >4}
{z€C: |z—2+3i| =2}
{zeC: |z+3—-i| <1}, {z€C: |z—2i| > 3}.
{z€C: |z+3| <2}, {z€C: |z+5-21| >4}

2. Sea z € C\ {0}. Demuestre que ‘i‘ =1

||

Representacion niimeros complejos en forma trigonométrica

3. Ejemplos. Represente en forma trigonométrica los siguientes niimeros complejos:
n —44+44/3, 7T—Ti, —2V/3+2i, —2i, 5i, -3, 6,
= 2451, 4-—-3i, —-74+1i, —-12-5i.

4. Existencia de un angulo que corresponde a un nimero en la circunferencia
unitaria. Dado un nimero z € C tal que |z| = 1, existe un 6 € R tal que

cos(f) = Re(z), sen(d) = Im(z),
esto es,
z = cos(#) + isen(6).
Por ejemplo, un ntimero € con esta propiedad se puede escribir en términos de la funciéon
arc cos:

g — {arc cos(Re(z)), Im(z) > 0;
—arccos(Re(z)), Im(z) <0.
5. Escriba en forma trigonométrica los siguientes niimeros complejos:
1. z =1+ cos(a) +isen(«), donde o € [0, 7].
2. z=1—cos(a) + isen(a), donde « € [0, 7.
3. z =1+ cos(a) —isen(«), donde a € [0, 7].
(@) (@) [0, 7].

4. z=1—cos(a) —isen(«), donde o € |0, 7
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Multiplicacién de nimeros complejos en forma trigonométrica

6. Teorema: multiplicacién de nimeros complejos en forma trigonométrica.
Sean

21 = py(cos(by) +1isen(d;)), 29 = pa(cos(by) +isen(hy)),
donde pq, po > 0, 61,05 € R. Demuestre que

2129 = P12 (cos(91 + 05) +isen(b; + 62)).

7. Divisién de nimeros complejos en forma trigonométrica. Sean

21 = py(cos(6y) +isen(6,)), 29 = pa(cos(by) +isen(hs)),
donde p; >0, ps > 0, 01,60, € R. Demuestre que

2 &(005(91 — 0y) +isen(d; — 92))-
22 P2

8. Férmula de Moivre. Sean p > 0, € R, n € N. Demuestre que
(cos(0) +1isen(f))"™ = cos(nf) + isen(nb).
Indicacién: utilice la induccién matemaética sobre n.

9. Calcule cada una de las siguientes potencias con dos métodos: 1) con la férmula de
Moivre; 2) con el teorema del binomio.

(545i)°, (=3+i3)%, (2—2Vv3i)?, (—=1+V3i)’.
10. Calcule z™, donde:
1. z =1+ cos(a) +isen(a).
2. z=1—cos(a) +isen(a).
3. z =1+ cos(a) — isen(a).
4. z=1—cos(a) — isen(q).
11. Demuestre que:

1 'nzgn/2( nmo . T)
(1+1) cos — - Fisen—- ),

(V3—i)"=2" <cos% —isen%) :

12. Demostrar que
1+itga\"  1+itg(na)
1—itga) 1—itg(na)

13. Demostrar que si z + % = 2 cos «, entonces

2" + — = 2cos(na).
zn
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Unicidad salvo maultiplos de 27
del argumento de niimero complejo no nulo

14. Solucién de la ecuacién cos(f) = 1. Encuentre la solucién general de la ecuacién
cos(f) = 1.
15. Angulos correspondientes al punto 1. Demuestre que
cos(f) +isen(f) =1

si, y soélo si,
dkeZ 60=2kn.

16. Unicidad salvo sumandos miultiplos de 27 del Angulo correspondiente a un
numero en la circunferencia unitaria. Sean 61,0, € R tales que

cos(6y) +isen(6;) = cos(fy) + isen(fsy).
Demuestre que existe un k € Z tal que 6 — 0y = 2k
17. Unicidad del argumento principal. Sean 0,6, € (—7, 7] tales que
cos(6y) + isen(6;) = cos(fy) + isen(6s).
Demuestre 6; = 6.
18. Sean py, po > 0, 01,05 € R tales que
p1(cos(01) +isen(6y)) = pa(cos(fy) + isen(6s)).
Demuestre que p; = py y existe un k € Z tal que 6; — 6, = 2k
19. Sean py, ps > 0, 61,05 € (—m, 7| tales que
p1(cos(0y) +isen(6y)) = pa(cos(by) + isen(6s)).

Demuestre que p; = py v 01 = 0-.
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Aplicacion de niimeros complejos a formulas trigonométricas
20. Notacion Py. Dado 6 € R denotemos por Py al ntimero complejo

Py = cos(0) +1isen(6).
Explique el sentido geométrico de Py. Muestre que

P_y = cos(0) —isen(h),

Py+ Py PP
— sen(f) = STHE (1)

21. El conjugado de un numero complejo en la circunferencia unitaria. Sea
a € R. Muestre que P, = P_, y que P;' = P_,,.

cos(#) =

22. Multiplicacion de nimeros complejos en la circunferencia unitaria. Sean
a, 8 € R. Simplifique la expresién P, Psz. Explique el sentido geométrico.

23. Formula de Moivre con notacién P,. Sean o € R y n € N. Simplifique la
expresion P7.

24. Usando la férmula de Moivre exprese a través de cos() y sen(6):
= cos(20) y sen(26),
= cos(360) y sen(36),
= cos(460) y sen(46).

25. Sean # € R y n € N. Usando la férmula de Moivre exprese cos(nf) y sen(nf) a través
de cos(0) y sen(6).

26. Sea o € R. Usando las férmulas (1) deduzca férmulas para

(cos(a))?,  (sen(a))?, (cos(a))?®, (sen(a))®, (cos(a))?, (sen(a)).

27. Sean a € R, n € N. Usando las férmulas (1) y el teorema del binomio deduzca
formulas para

(cos(a))", (sen(a))".

28. Recuerde la férmula para la suma de la progresiéon geométrica:

n—1 n
dodh = D =1 (g #AD).
k=0 K=0

Usando esta formula y la formula de Moivre deduzca férmulas para las siguientes sumas:

n n

1+2 z”: cos(k0), Z cos(k0), Z sen(k0).

k=1 k=0 k=1

Se supone que # no es multiplo entero de 27.
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Resolucion de la ecuacion z" = a
29. Demuestre que si z" = 0, entonces z = 0.
En los siguientes problemas se considera la ecuacion
2" =a,
donde a =rPyconr >0y # € R, yn € N. Para cada k € Z pongamos

= TP (0+2k7r> '
n

Demuestre que:

30. 2} = a para cada k € Z.

31. Siz € Cy 2" = a, entonces existe un k € Z tal que z = z.

32. Los ntmeros z; con 0 < k < n son diferentes por pares.

33. Si j € Z, entonces existe un k € {0,1,...,n — 1} tal que z; = z.

34. Usando los resultados de los problemas anteriores haga conclusiéon sobre el conjunto
solucién de la ecuacién 2" = a.

Raices n-ésimas de la unidad

Sea n € N. Pongamos

Demuestre que:

35.w; =1
k

36. 5i z € Cy 2" =1, entonces existe un k € Z tal que z = w,.
37. Para cada k € Z, la igualdad w* = 1 se tiene si y sélo si n | k.

38. Para cualesquier p, ¢ € Z, la igualdad w? = w? se tiene si y sélo si n | (p — q).
39. Para cualesquier p,q € {0,1,...,n — 1}, la igualdad w? = w? implica p = q.

k

n:

40. Para cualquier j € Z existe un k € {0,1,...,n — 1} tal que w/ = w

41. Usando los resultados de los problemas anteriores haga conclusion sobre el conjunto
solucién de la ecuaciéon 2™ = 1.

42. Suma de las raices de la unidad. Sea n € N, n > 2. Muestre que w,, # 1y calcule
la suma
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