Niumeros complejos
(lista de problemas para examen)

En esta lista de problemas trabajamos con la construccién de niimeros complejos (como
pares ordenados de los reales) y con su representacién en la forma bindmica (llamada
también la forma rectangular o cartesiana).

1. Repaso de las propiedades de ntumeros reales. Repasar las propiedades princi-
pales aritmétricas de los niimeros reales.

Construccion de nimeros complejos

2. Niimeros complejos como pares ordenados de nimeros reales. Denotamos por
C al conjunto R?, esto es, al conjunto de los pares ordenados (z,y), donde x,y € R.

3. Igualdad de pares ordenados de los niimeros reales. ;Cuando dos pares orde-
nados (z,y) y (u,v) se llaman iguales?

4. Pares ordenados diferentes entre si. ;Cuando dos pares ordenados (z,y) y (u,v)
son diferentes entre si?

5. Pares ordenados diferentes del par cero. ;Cuando (x,y) # (0,0)?
6. Criterio de igualdad a cero de un par ordenado. Sea (z,y) € R?. Muestre que
(x,y) = (0,0) = 2?4+ y* = 0.

Por lo tanto,
(z,y) # (0,0) = 2%+ 3 > 0.

7. Definicién de la adicién y multiplicacién. En el conjunto R? = R x R definimos
dos operaciones binarias, @ y ®, mediante las reglas:

(z,9) ® (u,v) = (z+uw,y+v),  (2,y)® (u,v) = (zu —yv, 20 + Yu).

Esta notacion es provisional y se utiliza solamente en esta seccion; luego se usa la notacion
mas simple (2,y) + (v, v) y (,y)(u,v).

8. Propiedades de la adicién de niimeros complejos. Sean z, w, ¢ € R?. Denotemos
sus componentes de la siguientes manera:

z = (z,y), w = (u,v), ¢ = (a,b).
Demuestre que se cumplen las siguientes propiedades:

s 2Pw=woz.
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2B (wBce)=(zdw) de.
» 26 (0,0) = 2.

» 2D (—z,—y) = (0,0).

9. Propiedad conmutativa de la multiplicacién de nimeros complejos. Sean
z,w € R%. Demuestre que
ZRQUW=w® Z.

10. Propiedad distributiva de la multiplicacion de niimeros complejos respecto
a la adicién. Sean z,w, c € R%. Demuestre que

2@ (wdc)=(z2w)® (2Qc).

11. Propiedad asociativa de la multiplicacién de nimeros complejos. Sean
z,w,c € R%. Demuestre que

2@ (w®c)=(z0w)c

12. Elemento neutro bajo la multiplicacién de niimeros complejos. Sea z € R?.
Demuestre que
2®(1,0) = z.

13. Conjugacién de niimeros complejos. Sea z = (z,y) € R% Escriba la definicién
de Z.

14. El conjugado de la suma de dos niimeros complejos. Sean z, w € R?. Demuestre
que

gl

2w =7zZ7dw.

15. El conjugado del producto de dos niimeros complejos. Sean z,w € R%. De-
muestre que

gl

Z2QW=2ZQ

16. El producto de un nimero complejo por su conjugado. Sea z = (z,y) € R?.
Muestre que
2@Z=2>+ yz.

17. Invertibilidad de niimeros complejos distintos de cero. Sea z € R? tal que
z # (0,0). Encuentre un ntiimero w € R? tal que z ® w = (1,0).
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El encaje canonico de los niimeros reales en los complejos
18. Definimos F: R — R? mediante la regla

E(z) == (z,0).
Demostrar que la funcién E es inyectiva: si a,b € Ry E(a) = E(b), entonces a = b.

19. Demostrar que la funcién E definida en el ejercicio anterior es aditiva y multiplicativa:
E(a+0b) = E(a) ® E(b), E(ab) = E(a) @ E(b).

20. Identificacién de nimeros reales con nimeros complejos de la forma (x, 0).
Los resultados de los problemas anteriores permiten identificar x € R con (z,0) € C.

21. Unidad imaginaria. El par ordenado (0,1) se llama la wnidad imaginaria y se
denota por i. Demuestre que
i = (-1,0).

Usando la identificacién (—1,0) = —1, podemos escribir esta propiedad de manera mas
breve:
i =—1.

22. Forma binémica de niimeros complejos. Muestre que
(z,y) = (2,0) & ((0,y) © (0,1)).
Identificando z con (z,0), y con (y,0), podemos escribir
(z,y) =z +yi.

23. A partir de este momento vamos a escribir los nimeros complejos en la forma binémica
y usar la notaciéon comun para la suma y el producto. Escriba las férmulas para la suma
y el producto de dos niimeros complejos. Si z = x + yi, w = u + vi, donde x,y,u,v € R,
entonces

z 4w =7, zw ="7.

24. Sea x € R. Simplifique el siguiente producto:
I-1-9)(1-14+i)(z+1+i)(xz+1-1i).

25. Parte real y parte imaginaria de un nimero complejo. Sea z = x + yi, donde
z,y € R. Recuerde como se definen Re(z), Im(z).

26. Potencias 2,3,4 de un nuimero complejo. Sea z = x + yi, donde z,y € R.
Calcule 22, 23, 2* y sus partes reales e imaginarias.
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Complejo conjugado y valor absoluto

27. Complejo conjugado en la forma bindémica.. Sea z = x +iy € C. Entonces Z se
define como = —iy.

28. Suma y resta de un nimero complejo con su conjugado. Sea z € C. Exprese
z+Zy z—7%através de Re(z), Im(z).

29. Expresion de la parte real e imaginaria de un nimero complejo a través
del mismo nimero y su conjugado. Sea z € C. Muestre que
z+z zZ2—Z

Re(z) = 5 Im(z) =

30. Propiedades aditiva y multiplicativa de la conjugacion compleja. Demuestre
las siguientes férmulas para z + w y zZw, trabajando con la forma binémica:

z+w=7zZ+w, ZW = ZW.
31. Propiedad involutiva de la conjugacién compleja. Sea z € C. Demuestre que
zZ =2z

32. Propiedad aditiva de la conjugacion compleja, el caso de varios sumandos.
Demuestre que para cada n € Ny cada z1,...,2, € C,

3

n

Zj = Zj.
1 1

<.
I

<.
I

33. Propiedad multiplicativa de la conjugacién compleja, el caso de varios
factores. Demuestre que para cadan € Ny cada z,...,z, € C,

34. El conjugado de una potencia natural de un niimero complejo. Sea z € C.
Demuestre que para cada n € N,
AL

35. Valor absoluto de un nimero complejo. Sea z = x + iy € C. La expresion
V2?2 + y? se llama el valor absoluto (o la norma) de z y se denota por |z|. Demuestre que

27 = |z|%
36. Sean o € R, z = cosa + isena. Calcule Z y |z|.
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37. Para resolver los siguientes 4 ejercicios recuerde la expresion de 1 4+ cosa y 1 — cosa

a través de cos 5 y sen 5. Recuerde también la férmula para V22, donde z es un nimero

real.

38. Sean v € R, z =1+ cosa +isena. Calcule Z y |z].

39. Sean a € R, z =14 cosa —isena. Calcule Z y |z|.

40. Sean o € R, z =1 —cosa +isena. Calcule Z y |z].

41. Sean o € R, z =1 — cosaw — isen . Calcule Z y |z|.

42. Propiedad multiplicativa del valor absoluto. Sean z, w € C. Demuestre que
2w = |z] w].

43. Valor absoluto de una potencia entera no negativa. Sea z € C y sean € Ny =
{0,1,2,...}. Demuestre que
2" = |2]"

44. Sean z,w € C. Exprese |z + w|? y |z — w|? a través de |z|?, |w]?, 2w y Zw.
45. Sean z,w € C. Demuestre que zw = Z w.

46. Sean z,w € C. Demuestre que 2w + zw = 2 Re(zw) < |z]| |w].

47. Sean z,w € C. Demuestre que

|z 4+ wl|? = |2|* + 2 Re(2w) + |w]|? (1)

|z —w|* = |2|* — 2Re(zw) + |w|*. (2)
48. Identidad de paralelogramo. Sean z,w € C. Demuestre que
|z +w* + |z — w* = 2(|z]* + |w]?).
49. Identidad de polarizacion. Sean z,w € C. Demuestre que
4w = |z +w +ilz+iwf — |z —w* —ilz —iwl.

50. Comparacién de la parte real de un nimero complejo con su valor absoluto.
Sea z € C. Demuestre que
Re(z) < |Re(z)] < [2]. (3)
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51. Comparacién de la parte imaginaria de un nimero complejo con su valor
absoluto. Sea z € C. Demuestre que

Im(2) <[Im(2)] < |z]. (4)

52. Propiedad subaditiva del valor absoluto de nimeros complejos. Sean z,w €
C. Demuestre que
2+ w| < [z] + Jwl.

Esta propiedad también se llama la desigualdad triangular.

53. Desigualdad triangular inversa para nimeros complejos. Sean z,w € C.
Demuestre que
2] = Jwl] < |z —wl.

Sugerencia: hay que demostrar que —|z — w| < |z] — |w| < |z — w].

54. Criterio de nimero complejo no nulo, en términos de su valor absoluto.
Sea z € C. Demuestre que

240 = |z #0

55. Reciproco de un nimero complejo. Sea z € C, z # 0. Demuestre que

z

asi que z es invertible y

56. Cociente de nimeros complejos. Sean z =z +iy € C,w =u+iv € C, w # 0.
Escriba zw™! en la forma binémica.

57. Valor absoluto del cociente de niimeros complejos. Enuncie bien y demuestre
una férmula que exprese |z/w| a través de |z| y |w].

58. Calcule o simplifique los siguientes cocientes:

1+itga a+0bi (1—-1i)p -1
1—itga’ a—bi’ (1+1)P°+1
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Raices cuadradas y ecuaciones cuadraticas

59. Raices cuadradas de nimeros negativos. Sea a > 0. Demuestre que la ecuacion

2?2 = —a tiene exactamente dos soluciones:

Va i, —vai.

60. Raiz cuadrada del nimero complejo cero. Demuestre que la ecuacién 22 = 0
tiene una tunica solucion z = 0.

61. Raices cuadradas de nimeros complejos. Sea ¢ = a +ib € C. Resuelva la

ecuacién 22 = c.

62. Completar al cuadrado un polinomio moénico de grado dos. Muestre que
=2zt q=(2-p°+q-p.

63. Completar al cuadrado un polinomio de grado dos. Sean a,b,c € C, a # 0.
Encuentre p, ¢ € C tales que

az’ + bz +c=a((z —p)* +q).
64. Solucién de la ecuacion cuadratica con coeficientes reales. Resuelva la ecua-
cion
az’ +bz+c=0,
suponiendo que a,b,c¢ € R, a # 0. Considere tres casos: D > 0, D = 0, D < 0, donde
D =bv? — 4ac.

65. Solucién de la ecuacion cuadratica con coeficientes complejos. Resuelva la
ecuacion
az> +bz+c=0,

donde a,b,c € C, a # 0. Sugerencia: denote por r a una de las raices cuadradas del
nimero b — 4ac.
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