Maximo comiun divisor de polinomios

Objetivos. Definir el concepto de maximo comiin divisor de dos polinomios y demostrar
su existencia y su unicidad salvo multiplos constantes no nulos. Demostrar la unicidad
del maximo comun divisor ménico.

Requisitos. Division de polinomios, algoritmo de Euclides.

1. Divisibilidad de polinomios. Sean f, g € P(C). Se dice que f divide a g y se escribe
f | g siexiste un h € P(C) tal que g = fh.

2. Proposicién (algunas propiedades simples de divisibilidad). Sean f, g, u,v,d €

P(C), y sea c € C\{0}.
1. Sid| fyd| g, entonces d | (fu+ gv).
2.Sid | fyf]g,entoncesd | g.
3. Sid | f,entonces d | (cf)y (cd) | f.

3. Divisores de un polinomio. Sea f € P(C). Denotemos por D(f) al conjunto de los
divisores de f:

D(f)={deP(C): d]| f}.

4. Observacion. Sea f € P(C). Notemos que f € D(f). Més atin, si ¢ € C\{0}, entonces
cf € D(f). En realidad,

1
f==(ef):
5. Divisores comunes de dos polinomios. Sean f, g € P(C). Denotemos por D(f, g)

al conjunto de los divisores comunes de f y g, esto es, al conjunto de todos los polinomios
h talesque h | fyh|g:

D(f,g9) ={heP(C): h|f ~hlg}

En otras palabras,
D(f,9) = D(f) nD(g).

6. Definicién (méximo comin divisor de dos polinomios). Sean f, g,d € P(C) no
ambos cero. Se dice que d es un mdximo comiun divisor de f y g si d es un divisor comun
de f y gy si cualquier divisor comun de f y g divide a d.

7. Notacién (maximos comunes divisores de dos polinomios). Sean f, g € P(C)
no ambos cero. Denotemos por MCD( f, g) al conjunto de los maximos comunes divisores
de f y g. Formalmente,

MCD(f,g) :={deD(f,g9): VheD(f,g) hld}
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8. Observacion: los maximos divisores comunes se determinan por el conjunto
de los divisores comunes. Si fi, g1, f2, 92 € P(C) y D(f1,91) = D(f2, g2), entonces

MCD(fl,gl) = MCD(f%Qz)-

9. Proposicién. Sean f,g € P(C) no ambos cero y sea d € MCD(f, g). Entonces para
cualquier ¢ € C\{0} tenemos que cd € MCD(f, g).

10. Proposicién sobre la divisibilidad mutua de dos polinomios (repaso). Sean
f,ge€P(C) tales que f | gy g | f. Entonces existe un ¢ € C\{0} tal que f = cg.

11. Lema (sobre los maximos comunes divisores de dos polinomios, uno de los
cuales es cero). Sea f € P(C), f # Op. Entonces MCD(f,0p) consiste de todos los
polinomios de la forma cf, donde ¢ € C\{0}:

MCD(f,0p) ={de P(C): 3dceC\{0} d=cf}.

Demostracion. Tenemos que demostrar la igualdad de dos conjuntos. Empecemos con la
contencién <. Sea d € MCD(f,0p). Entonces, por un lado, d € D(f) y d | f. Por otro
lado, como f € D(f,0p), f | d. Por la Proposicién sobre la divisibilidad mutua de dos
polinomios, existe un ¢ € C\{0} tal que d = ¢f.

Ahora demostremos la contencién 2. Sea ¢ € C\{0} y sea d = ¢f. Entonces d | [y
d | Op, asi que d € D(f,0p). Ademés, si h € D(f,0p), entonces h | f y por consecuencia
h | d. ]

12. Lema (sobre la divisién con resto y el conjunto de comunes divisores). Sean
f,9 € P(C), g # 0p. Denotemos por ¢ y r, respectivamente, al cociente y residuo de la
divisién de f entre g:

f=g9qa+r,  deg(r) <deg(g).

Entonces D(f,g) = D(g,r) y por consecuencia MCD( f, g) = MCD(g,r).

Demostracion. Vamos a demostrar la igualdad D(f,g) = D(g,r). Empecemos con la

contencién €. Sea d € D(f, g). Entonces de la igualdad r = f — gq se sigue que d | r.
Ahora demostremos la contencién 2. Sea d € D(g,r). Entonces de la igualdad f =

gq + r se sigue que | f. O]

13. Teorema (existencia de un maximo comun divisor). Sean f, g € P(C) no ambos
cero. Entonces el conjunto MCD( f, g) no es vacio, esto es, existe un maximo comun divisor

de fyg.

Demostracion. Si g = 0p, entonces por el Lema 11 tenemos f € MCD(f, g). Considere-
mos el caso g # 0p. Aplicamos a los polinomios f, g el algoritmo de Euclides, esto es,

Méximo comun divisor de polinomios, péagina 2 de 3



encontramos polinomios ¢, 71, ¢, 72, .. ., qs, I's, ¢s+1 € P(C) tales que r1,rq,...,rs # Op,

f=9q +m, deg(r1) < deg(g),
g = T1q2 + T, deg(rs) < deg(r1),

Ts—2 = Ts-1qs + Ts, deg(rs) < deg(T8*1>

Ts—1 = T'sqst1 + OP~

Notamos que el proceso debe terminarse a lo maximo en deg(g) pasos porque deg(g) >
deg(ry) > deg(ry) > .... Por el Lema 11, r;, € MCD(r,,0p). Por el Lema 12, ry €
MCD(rs_1,7s). Por el Lema 12, r;, € MCD(rs_s,75_1), etc. Finalmente obtenemos r; €
MCD(f, g). ]

14. Ejercicio. Demostrar el teorema anterior de otra manera, procediendo por induccién.
Demostrar que para cada n € Ny se cumple la siguiente afirmacién A(n):

Vf,geP(C)  ((deg(f)<n) A (deglg)<n) A (f#0p v g#0p))
—~  (3he MCD(f,9)).

15. Proposicién (unicidad de méximo comin divisor salvo multiplicacién por
constantes no nulas). Sean f,g € P(C) no ambos cero, y sean dj,ds € MCD(f, g).
Entonces existe ¢ € C\{0} tal que dy = cd;.

Demostracion. Como dy € MCD(f,g) v d2 € D(f,g), di | do. Por otro lado, como dj €
MCD(f,g) v d1 € D(f,g), d2 | di. Por la Proposicién sobre la divisibilidad mutua de dos
polinomios, existe un ¢ € C\{0} tal que dy = cd;. O

16. Proposicién (existencia y unicidad del maximo comin divisor ménico de

dos polinomios). Sean f, g € P(C) no ambos cero. Entonces existe un tinico polinomio
moénico d tal que d e MCD(f, g).

Demostracion. Existencia. Sabemos que existe un polinomio h € MCD(f, g). Sea deg(h) =
n. Denotemos a los coeficientes de h por h;:

h(z) = Z hjx?.
=0

Entonces el polinomio d(z) = %h(as) es moénico y pertenece a MCD(f, g).
Unicidad. Sean u, v polinomios ménicos pertenecientes a MCD(f, g). Entonces existe
un ¢ € C tal que v = cu. Sea n = deg(u). Entonces deg(v) = n y para los coeficientes de

las potencias mayores de v y v obtenemos 1 = v,, = cu,, = ¢, de donde ¢ = 1. O]
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