
Máximo común divisor de polinomios

Objetivos. Definir el concepto de máximo común divisor de dos polinomios y demostrar
su existencia y su unicidad salvo múltiplos constantes no nulos. Demostrar la unicidad
del máximo común divisor mónico.

Requisitos. División de polinomios, algoritmo de Euclides.

1. Divisibilidad de polinomios. Sean f, g P PpCq. Se dice que f divide a g y se escribe
f � g si existe un h P PpCq tal que g “ fh.

2. Proposición (algunas propiedades simples de divisibilidad). Sean f, g, u, v, d P
PpCq, y sea c P Czt0u.

1. Si d � f y d � g, entonces d � pfu` gvq.

2. Si d � f y f � g, entonces d � g.

3. Si d � f , entonces d � pcfq y pcdq � f .

3. Divisores de un polinomio. Sea f P PpCq. Denotemos por Dpfq al conjunto de los
divisores de f :

Dpfq :“ td P PpCq : d � fu.

4. Observación. Sea f P PpCq. Notemos que f P Dpfq. Más aún, si c P Czt0u, entonces
cf P Dpfq. En realidad,

f “
1

c

`

cf
˘

.

5. Divisores comunes de dos polinomios. Sean f, g P PpCq. Denotemos por Dpf, gq
al conjunto de los divisores comunes de f y g, esto es, al conjunto de todos los polinomios
h tales que h � f y h � g:

Dpf, gq :“ th P PpCq : h � f ^ h � gu.

En otras palabras,
Dpf, gq “ Dpfq XDpgq.

6. Definición (máximo común divisor de dos polinomios). Sean f, g, d P PpCq no
ambos cero. Se dice que d es un máximo común divisor de f y g si d es un divisor común
de f y g y si cualquier divisor común de f y g divide a d.

7. Notación (máximos comunes divisores de dos polinomios). Sean f, g P PpCq
no ambos cero. Denotemos por MCDpf, gq al conjunto de los máximos comunes divisores
de f y g. Formalmente,

MCDpf, gq :“ td P Dpf, gq : @h P Dpf, gq h � du.
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8. Observación: los máximos divisores comunes se determinan por el conjunto
de los divisores comunes. Si f1, g1, f2, g2 P PpCq y Dpf1, g1q “ Dpf2, g2q, entonces

MCDpf1, g1q “ MCDpf2, g2q.

9. Proposición. Sean f, g P PpCq no ambos cero y sea d P MCDpf, gq. Entonces para
cualquier c P Czt0u tenemos que cd P MCDpf, gq.

10. Proposición sobre la divisibilidad mutua de dos polinomios (repaso). Sean
f, g P PpCq tales que f � g y g � f . Entonces existe un c P Czt0u tal que f “ cg.

11. Lema (sobre los máximos comunes divisores de dos polinomios, uno de los
cuales es cero). Sea f P PpCq, f ‰ 0P . Entonces MCDpf,0Pq consiste de todos los
polinomios de la forma cf , donde c P Czt0u:

MCDpf,0Pq “ td P PpCq : Dc P Czt0u d “ cfu.

Demostración. Tenemos que demostrar la igualdad de dos conjuntos. Empecemos con la
contención Ď. Sea d P MCDpf,0Pq. Entonces, por un lado, d P Dpfq y d � f . Por otro
lado, como f P Dpf,0Pq, f � d. Por la Proposición sobre la divisibilidad mutua de dos
polinomios, existe un c P Czt0u tal que d “ cf .

Ahora demostremos la contención Ě. Sea c P Czt0u y sea d “ cf . Entonces d � f y
d � 0P , aśı que d P Dpf,0Pq. Además, si h P Dpf,0Pq, entonces h � f y por consecuencia
h � d.

12. Lema (sobre la división con resto y el conjunto de comunes divisores). Sean
f, g P PpCq, g ‰ 0P . Denotemos por q y r, respectivamente, al cociente y residuo de la
división de f entre g:

f “ gq ` r, degprq ă degpgq.

Entonces Dpf, gq “ Dpg, rq y por consecuencia MCDpf, gq “ MCDpg, rq.

Demostración. Vamos a demostrar la igualdad Dpf, gq “ Dpg, rq. Empecemos con la
contención Ď. Sea d P Dpf, gq. Entonces de la igualdad r “ f ´ gq se sigue que d � r.

Ahora demostremos la contención Ě. Sea d P Dpg, rq. Entonces de la igualdad f “
gq ` r se sigue que � f .

13. Teorema (existencia de un máximo común divisor). Sean f, g P PpCq no ambos
cero. Entonces el conjunto MCDpf, gq no es vaćıo, esto es, existe un máximo común divisor
de f y g.

Demostración. Si g “ 0P , entonces por el Lema 11 tenemos f P MCDpf, gq. Considere-
mos el caso g ‰ 0P . Aplicamos a los polinomios f, g el algoritmo de Euclides, esto es,
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encontramos polinomios q1, r1, q2, r2, . . . , qs, rs, qs`1 P PpCq tales que r1, r2, . . . , rs ‰ 0P ,

f “ gq1 ` r1, degpr1q ă degpgq,

g “ r1q2 ` r2, degpr2q ă degpr1q,

. . .

rs´2 “ rs´1qs ` rs, degprsq ă degprs´1q

rs´1 “ rsqs`1 ` 0P .

Notamos que el proceso debe terminarse a lo máximo en degpgq pasos porque degpgq ą
degpr1q ą degpr2q ą . . .. Por el Lema 11, rs P MCDprs,0Pq. Por el Lema 12, rs P
MCDprs´1, rsq. Por el Lema 12, rs P MCDprs´2, rs´1q, etc. Finalmente obtenemos rs P
MCDpf, gq.

14. Ejercicio. Demostrar el teorema anterior de otra manera, procediendo por inducción.
Demostrar que para cada n P N0 se cumple la siguiente afirmación Apnq:

@f, g P PpCq
`

pdegpfq ď nq ^ pdegpgq ď nq ^ pf ‰ 0P _ g ‰ 0Pq
˘

ñ pDh P MCDpf, gqq.

15. Proposición (unicidad de máximo común divisor salvo multiplicación por
constantes no nulas). Sean f, g P PpCq no ambos cero, y sean d1, d2 P MCDpf, gq.
Entonces existe c P Czt0u tal que d2 “ cd1.

Demostración. Como d1 P MCDpf, gq y d2 P Dpf, gq, d1 � d2. Por otro lado, como d2 P
MCDpf, gq y d1 P Dpf, gq, d2 � d1. Por la Proposición sobre la divisibilidad mutua de dos
polinomios, existe un c P Czt0u tal que d2 “ cd1.

16. Proposición (existencia y unicidad del máximo común divisor mónico de
dos polinomios). Sean f, g P PpCq no ambos cero. Entonces existe un único polinomio
mónico d tal que d P MCDpf, gq.

Demostración. Existencia. Sabemos que existe un polinomio h P MCDpf, gq. Sea degphq “
n. Denotemos a los coeficientes de h por hj:

hpxq “
n
ÿ

j“0

hjx
j.

Entonces el polinomio dpxq :“ 1
hn
hpxq es mónico y pertenece a MCDpf, gq.

Unicidad. Sean u, v polinomios mónicos pertenecientes a MCDpf, gq. Entonces existe
un c P C tal que v “ cu. Sea n “ degpuq. Entonces degpvq “ n y para los coeficientes de
las potencias mayores de u y v obtenemos 1 “ vn “ cun “ c, de donde c “ 1.
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