Division de polinomios

Objetivos. Demostrar el teorema sobre la divisién de polinomios (con resto).

Requisitos. Adiciéon y multiplicacién de polinomios, el grado de polinomios y sus pro-
piedades.

1. Propiedades del grado de polinomios (repaso). Sean f,g € P(C). Entonces

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)},  deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Para que estas propiedades sean validas sin excepciones, aceptamos el convenio que
deg(0p) = —o0.

2. Teorema de divisién de polinomios. Sean f, g€ P(C), g # 0p. Entonces existe un
tunico par (g,r) tal que q,r € P(C),

f=9gq+r, deg(r) < deg(g).

Demostracion de la unicidad. Supongamos que qq,71, ¢z, 72 € P(C) tales que

f=ga+m, (1)
deg(r1) < deg(g), (2)
f=9a+r2, (3)
deg(rs) < deg(g). (4)
Vamos a demostrar que 71 = r2 y ¢1 = ¢2. De las igualdades (1) y (3) obtenemos
91 + 711 =992 + 1o,
esto es,
9 —q) =12 — 11 (5)

De (2) y (4) concluimos que
deg(ry — re) < max{deg(ry), deg(r2)} < deg(g).

Aplicamos a la igualdad (5) la regla que el grado del producto de polinomios es igual a la
suma de sus grados:
deg(g) + deg(q1 — g2) = deg(r2 — 11).
Tomando en cuenta que deg(rs — r1) < deg(g), concluimos que
deg(qn — q2) < 0.
El tnico polinomio cuyo grado es negativo es el polinomio cero. Por lo tanto, ¢ —¢q2 = Op,

esto es, ¢1 = qo. Ahora de (5) sale que 19 — r; = Op, esto es, r; = 79, ]
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Demostracion de la existencia. Reformulamos el enunciado de la siguiente manera. Sea
g € P(C)\{0p}. Entonces para cada n € Ny se cumple la siguiente afirmacién A(n):

VfeP(C) (deg(f) <n) = (3¢,reP(C) f=gg+r ~r deg(r)<deg(g)).
Base de induccién. Demostremos A(0). Sea f € P(C) tal que deg(f) < 0, esto es, f es un
polinomio constante: f(z) = foz. Consideremos dos casos:

I. deg(g) > 0. En este caso

I1. deg(g) = 0, esto es, g(x) = gox". En este caso

Fla) = foa® = (g >u+ 0

q(z)

Paso de induccién. Sea n € Ny. Supongamos A(n) y demostremos A(n +1). Sea f € P(C)
tal que deg(f) < n + 1. Consideremos dos casos:

L. deg(f) < deg(g). En este caso

f=9- 0p + [ .
q r

I1. deg(f) = deg(g). Usemos la siguiente notaciéon: m = deg(f), p = deg(g),

m—1 p—1
f@) = fma™+ Y, fiw?,  glx) = gpa® + ) ger”.
j=0 k=0

Notemos que el monomio f,,z"™ se obtiene del monomio g,z” al multiplicar el ultimo por
fm m—p.

Im gm=p,

9Ip

(gp2?) (J;—T:xm_p) = fna™.

Restamos de f(x) un multiplo de g(x) de tal manera que se cancele el sumando f,,x™:

9p p

m—1 p—1
h(z) = f(x) — g(z) (f—mxm_p) = fmz™ + Z fix! — (gpxp + Z gkxk> f—mxm_p
j=0 k=0

m—1 p—1
_ Z fjxj i Z fmgk‘karmfp.
7=0

=0 Ip

En la segunda suma hagamos el cambio de variable j = k +m — p:

m—1 m—1
ha)= Y fad = Jmj-mip
=0

j=m—p Ip
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Ahora se ve que deg(h) < m—1. Como m < n+ 1, concluimos que deg(h) < n. Aplicamos
la hipétesis de induccién al polinomio h y obtenemos un par de polinomios §,7 € P(C)
tales que

h=gq+r, deg(7) < deg(g).

Ahora expresamos f a través de h:

) = ) + o) (£2070) = g(a1ata) + ) + gt0) (22070

p 9p
= g(x) (f—mxm_p + c](x)) + 7(z) . O
9p N~——
~ ~ - r(z)
q(x)
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