Esquema de Horner
para calcular valores de polinomios

Objetivos. Mostrar el esquema de Horner que se usa para evaluar un polinomio en un
punto, y una generalizacién de esta idea que se usa en la féormula de Newton para el
polinomio interpolante. Estas ideas se usaban antes de Horner, por ejemplo, en trabajos
de Ruffini, y mucho antes, en trabajos de Qin Jiushao.

Requisitos. Polinomios, multiplicaciéon de un polinomio por un binomio, idea de férmulas
recursivas.

1. Numeramos los coeficientes del polinomio a partir del coeficiente princi-
pal. En este tema es comodo numerar los coeficientes de polinomios empezando con el
coeficiente principal, es decir, en el orden descendente de las potencias. Empezamos los
subindices de los coeficientes desde 0. Por ejemplo, escribimos el polinomio 3 — 7z + 5z

como
502 —Tex +3

Yy ponemos
Co = 5, C1 = —7, Cy = 3.

Si los coeficientes estan dados como la lista 3, —7, 5, entonces desde el inicio la volteamos
y escribimos como 5, —7, 3.

2. Ejemplos que muestran la idea. Usando la ley distributiva expandir la siguiente
expresion en una suma de potencias de x:

(cox + c1)x + co.
Usando la ley distributiva expandir la siguiente expresién en una suma de potencias de x:
((cox + c1)x + co)T + 3.
3. Representaciéon de Horner. El polinomio
3 2
cor” + 1 + o + 3 (1)

se puede escribir como
((cox + c1)x + co)T + 3. (2)

Decimos que (2) es la representacion de Horner del polinomio (1).
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4. Férmulas recursivas. Dada una lista de coeficientes ¢, ¢1, ¢a, ¢3, formamos los poli-
nomios

fo() = co,

fi(x) = cox + ¢4,

fo(z) == coz® + 11 + ¢,

f3(z) = cox® + c12® + cox + c3.

Notamos que cada uno de los polinomios fi(z), fa(x), f3(x) se expresa a través del poli-
nomio anterior:

fi(x) = fo(x)x + ¢,
falz) = fi(@)z + 2,
fg(l') = fg(!L‘)l’ + C3.

Dado un punto a, denotamos el valor f;(a) por v;. Entonces las formulas anteriores se
convierten en

Vo = Co;

U1 = Vo + C1;
Vg = V10 + Ca;
U3 = U2 + C3.

5. Esquema de Horner escrito como una tabla. Los calculos se pueden organizar
en la siguiente tabla:

o | e | e | .

a‘vo:zco‘vl :=v0a+01‘vg:=v1a+02‘vg:=vga+03

Los elementos del primer renglén y el nimero a en el segundo renglén son los datos
iniciales. Los niimeros vy, v1, v, v3 se calculan sucesivamente.

6. Ejemplo. Calculamos el valor del polinomio f(x) = 2z® — 322 + 1 en el punto 3:

RIS
3) = 28.
312 3]9]28 f3)
7. Ejercicio. Calcular el valor del polinomio f(z) = —2* + 223+ 522 — 22+ 4 en el punto

—2. Respuesta: —4.

8. Relacién entre los algoritmos de Ruffini y de Horner. En el algoritmo de Ruffini
se calculan los mismos numeros vg, v1, V2, v3. Los nimeros vy, vy, vy son coeficientes del
cociente al dividir el polinomio original f(x) entre x —a. Si nos interesa solamente el valor
vz = f(a), entonces los nimeros vy, v1, U3 NO se guardan.
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9. Ejercicio. Consideramos el polinomio general de grado 4:
f(x) = cox* + c12® + cox® + e + ¢4
Formar polinomios fy(z),..., f4(x) de manera similar al Ejemplo 4 y escribir los célculos
del algoritmo de Horner como una tabla.
Los siguientes ejemplos y ejercicios e usan en el tema “Expansién de polinomios en po-

tencias de binomios”.

10. Ejemplo. Como ya vimos, de la representacion de Horner se puede pasar a una
combinacion lineal de potencias:

(Cot + Cl)t + co = Cgt2 + Clt + Co.
Ahora escribimos la misma féormula con x — a en vez de ¢:
(co(wr —a) +c1)(z —a) + ¢ = co(x — a)® + c1(x — a) + c.

11. Ejercicio. Pasar de la representacién de Horner a una combinacién lineal de potencias
de x — a:
((co(x —a) + c1)(x — a) + o) (x — a) + c3.

Representacion de Horner generalizada

La siguiente representacion no tiene nombre estandar, pero aparece en la férmula de
Newton para el polinomio interpolante.

12. Ejemplo. Usando la ley distributiva expandimos la siguiente expresion:
(o1 + ¢1)xo + o = Ccam1To + 120 + Co-
Hacemos lo mismo con x — a; en vez de xy y con z — ag en vez de xg:
(ca(x —ay) + c1)(x —ag) + co = ca(x — a1)(x — ag) + c1(x — ag) + ¢o-
13. Ejercicio. Transformar las siguientes expresiones de manera analoga al Ejemplo 12:
((e3z2 + o)1 + €1)T0 + Co.

((e3(x — ag) + co)(x — ay) + c1)(x — ag) + co.
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