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Esta presentacién estd basada en un fragmento del libro:

¥ Paulsen, Raghupathi:

An introduction to the theory of reproducing kernel Hilbert spaces.
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Denotamos el ntcleo reproductor por K.

Suponemos que (f;)scs es una familia de elementos de H.

@ Mostrar que si (f5)scs es un marco de Parseval, entonces

Kx,y) => (X))  (x,y € X).
seS

@ Mostrar que si se cumple la identidad arriba, entonces (fs)scs es un marco de Parseval.

Estos dos resultados se conocen como el teorema de Papadakis.



Prerrequisitos

@ Espacios de Hilbert con nicleo reproductor.

@ Marcos de Parseval.



Repaso: definicion de marco de Parseval

Definicion
Sean H un espacio de Hilbert, S un conjunto, (f;)scs € H® una familia de vectores en H.
Se dice que (fs)ses es un marco de Parseval para H, si para cada hen H

1Al =D 1¢h, )2

seS




Repaso: criterio de marco de Parseval

Proposicién

Sean H un espacio de Hilbert, J un conjunto, (f;)ses € H>.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) (fs)sey es un marco de Parseval;

(b) existe una isometria lineal V: H — ¢2(S) tal que

(Vh)s = (h, fs) (he H, seS);

(c) para cada h en H, se tiene que

h=7 (hf)f.

seS
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Teorema de Papadakis

Teorema

Sean X un conjunto, H un EHNR sobre X, (fs)ses una familia en H.
Denotamos por K el niicleo reproductor de H.

Entonces son equivalentes:

(a) (fs)ses es un marco de Parseval para H;

(b) para cada x,y en X,

K(x,y) =D f(x)f().

seS




Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x,y € X.



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces
Ky



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces
[y =



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces
Ky = Z<Kyv f5> fs

seS



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces
Ky = Z<Kyv f5> fs =

seS



Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky(x)



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky(x) =



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky(x) = (Ky, Kx)



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky(x) = (Ky, Kx) =



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky(x) = (Ky, Kx) = <Z fs(y) fs, Kx>-

seS



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

Kix,y) = Ky () = (Ky Ke) = <z i KX>.

seS
Finalmente, usamos la continuidad del producto interno:

K(x,y)



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

Kix,y) = Ky () = (Ky Ke) = <z i KX>.

seS
Finalmente, usamos la continuidad del producto interno:

K(va) =



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky = (K ) = > RO

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky () = (Ky Ke) = <zfs<y>fs, K

seS
Finalmente, usamos la continuidad del producto interno:

= > () (f, K

seS



Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky = (K ) = > RO

seS seS
Luego

K(x,y) = Ky () = (Ky Ke) = <zfs<y>fs, K

seS
Finalmente, usamos la continuidad del producto interno:

= > () (f, K

seS
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Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval.

Sean x, y € X. Entonces

Ky=> (K, ) o= > fly) £

seS seS
Luego

Kix,y) = Ky () = (Ky Ke) = <z i KX>.

seS
Finalmente, usamos la continuidad del producto interno:
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Demostracién, (b)=-(a), inicio

Supongamos que para cada x,y en X,

K(x,y) =Y K(x)f(y).

seS
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Demostracién, (b)=-(a), inicio

Supongamos que para cada x,y en X,

y) = H0)E(Y)

seS
Pongamos
Ho = lin({K,: y € X}).
Sea h € Hy:

=Y @l
j=1

Vamos a demostrar que

1Al =D 1¢h, £)

seS
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Demostracién, (b)=-(a), continuacién

Hemos mostrado que
Vhe Ho Y [(h f)2 = ||h|%

seS

Definimos V: Hy — ¢2(S). Para cada h en Hp, pongamos
(Vh)(s) = (hf)  (s€S).

Debido al calculo anterior, Vh € £2(S).
Obviamente, V es lineal.

Debido al calculo anterior, V' es una isometria.

Como Hy es denso en H, V se extiende a una isometria lineal V: H — 2(S).
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Demostracién, (b)=(a), final

Esté definida una isometria lineal V: H — ¢2(S).

Para cada s en S y cada h en Hp, por la definicién de V' y v,
(Vh)(s) = (h. f5). (1)
Para cada s en S fijo, las siguientes dos funciones son continuas:
h— (Vh)(s), h— (h,fs).

Por lo tanto, (1) se cumple para cada h en H.

Por el criterio de marco de Parseval, (f)ses es un marco de Parseval.
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