Ncleos reproductores y marcos de Parseval

Estos apuntes son muy cercanos a un fragmento del libro de Paulsen y Raghupathi.

1 Teorema (Papadakis). Sean X un conjunto, H un EHNR sobre X, K el nicleo re-
productor de X, (fs)ses una familia en H. Entonces las siguientes dos condiciones son
equivalentes:

(a) (fs)ses es un marco de Parseval para H;

(b) para cada x,y en X,

=> fu@)fily

ses

Demostracion. (a)=(b). Supongamos que (fs)ses es un marco de Parseval. Sean z,y € X.

Entonces L
Ky =Y (Ky, f)fs =Y L) [

ses seS
Luego

K(z,y) = K,(z) = (K <Zﬂ ) fo K >

seS
=3 W) (oK) = ful@) fuy)
sesS seS

(b)=(a). Supongamos que se cumple la condicién (b). Pongamos

Hy =({K,: yeX}).

Sea h € Hy:
h = ZO‘J'KZJJ" (1)
j=1
Entonces
1n]* = Z g (Ky,, Ky,) = Z g K (yq, yp) = Z O‘pa_qz fs(Wa) ()
p,q=1 p,q=1 p,q=1 seS
- Z OépOéqZ fs’ yq yp’ Z<f57zaq yq> <ZOép yp’ >
p,q=1 sesS SES
= ey (b £y =D [ £

seS seSs
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Definimos V: Hy — ¢2(S). Para cada h en Hy, pongamos
(Vh)(s) = (h, f)  (s€89).
Hemos mostrado que V es una isometria. Como Hy es denso en H, V se extiende a una

isometria V: H — ¢*(S). Como las funciones h — (Vh)(s) y h — (h, fs) son continuas y
coinciden en Hy, coinciden en todo H. Concluimos que

(Vh)(s) = (h, fs)-

Por el criterio de marco de Parseval, (f;)ses s un marco de Parseval. O
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