Espacios de Hilbert unidimensionales
con nucleo reproductor

Objetivos. Describir los EHNR unidimensionales.
Prerrequisitos. Teorema de Moore-Aronszajn.

Dado un ntcleo K, denotamos por H(K) el espacio de Hilbert con nicleo reproductor K.
Su existencia y unicidad fue demostrada en el teorema de Moore—Aronszajn.

1 Proposicién. Sea X un conjunto y sea f € CX. Supongamos que f es una funcion no
nula, esto es, f # 0x. Definimos K: X? — C,

K(z,y) = f(z) f(y).
Entonces K es un nicleo, H(K) =Cf, y || f]| = 1.

Primera demostracion. De la definicién de K se sigue que para cada x,y en X se cumple
la igualdad

K.(y) = K(y,z) = f(y) f(v),

asi que
K, = f(z) f. (1)
Mostremos que K es un ntcleo. Sean m € N, zq, ..., 2z, € X, aq,...,q,, € C. Entonces
m m m m 2
> @ra, K(wy, ) = (Za—rf(asr)) (Za—sf(m) =D @ f(z,)| >0
r,s=1 r=1 s=1 r=1
Pongamos

H, :zé({Kr: xEX}).

De (1) se sigue que Hy C C f. Usamos la suposicién que f es no nula y encontramos a en

X tal que f(a) # 0. Entonces, por (1), f = (1/f(a)) K, € Hy. Hemos mostrado que
Hy=Cf.

Se sabe que cada espacio normado de dimensién finita es completo. Por lo tanto, Hy es
un subespacio cerrado de H. Por otro lado, sabemos que H = cly(Hp). Concluimos que
H=H,=Cf.

Calculemos la norma de f en el espacio de H.

[f(@)]” = f(a) f(a) = Ko(a) = | Ka|* = [ f(a) fI* = [f (@) * | F]I*
De aqui se sigue que || f]| = 1. O
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Sequnda demostracién. Pongamos que H := Cf y definimos ¢: H?> — C mediante la
regla

plaf,Bf) =ap.

Es facil ver que la definicién es consistente y que ¢ es un producto interno. Como H es
un espacio de dimensién finita, es automaticamente completo.

Probemos que K es un nticleo reproductor de H. Sean g € H, x € X. Encontramos « en
C tal que g = af. Usamos la féormula (1) que se sigue de la definicién de K:

(9, Kz) = (af, [(2) ) = o f(x) = g(x). i

La siguiente proposicién se puede considerar como inversa a la Proposicion 1. Es un caso
particular de una proposicion sobre EHNR de dimension finita.

2 Proposicién. Sea X un conjunto y sea H < CX un espacio de Hilbert de dimension 1.
Sea f € H tal que || f|| = 1. Entonces H es un EHNR y la funcion K(z,y) = f(z) f(y)
es su niucleo reproductor.

Demostracion. Probemos la propiedad reproductora. Sean g € H, z € X. Encontramos
a en C tal que g = af. Usamos la férmula (1) que se sigue de la definicién de K:

(9, Kz) = (af, (@) ) = o f(z) = g(x). a
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