La funciéon min como ntcleo

Objetivos. Demostrar que la funcién K(z,y) := min{z,y}, definida en [0, +00)?, es un
ntcleo.

Prerrequisitos. Ntcleos, matrices positivas.

Denotamos por 1,4, la matriz n X n tal que todas sus componentes son 1:

n

Lysn = [1]

r,s=1"

1 Lema (la matriz de unos es positiva). 1,x, > 0. Esta matriz tiene valor propio n de
multiplicidad 1 y valor propio 0 de multiplicidad n — 1.

2 Lema (repaso: la suma de dos matrices positivas es positiva). Sean P,Q € M, (C)
tales que P >0 y Q > 0. Entonces P+ Q) > 0.

Demostracion. Para cada & en C™,

(P+Q)E &) = (PE€) +(Q¢,€) = 0. u
3 Proposicién (una matriz diagonal por bloques, con bloques positivos). Seap P €
M, (C), Q € M,(C) tales que P >0y Q >0, y sea
A = diag(P, Q).
Entonces A > 0.

4 Definicién (matriz de permutacién). Sea o € S,,. Definimos P, mediante la siguiente

regla:

PO' = [61“,0(3)] rs=1"

Se sabe que P;' =P,

5 Proposicién. Sea A € M,,(C) tal que A >0 y sea 0 € S,,. Entonces PJ AP, > 0.
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6 Proposicién. Sean K: X? -+ C, x1,...,2,, € X, 0 € S,,. Entonces

P;—GK(ZL‘l, N ,Im)PU = GK(xg(l), C ,ZEU(m)).
Demostracion.

(PUTGK(ZEh . ,:L‘m)PU)nS = Z 5 7U(T)I((:L“p, $q)(5q’0(5) = K(l‘a(r), ZL‘U(S)). D

p,g=1

7 Proposicién. Pongamos X = [0, +00) y definimos K: X? — C,

K(z,y) = min{z,y}.

Entonces K es un nicleo.

Demostracion. Mostremos por inducciéon que para cada m en N se cumple la siguiente
afirmacién A(m): para cada x1,...,2, en X, Gg(x1,...,2,) > 0.

Para m = 1 tenemos Gg(x1) = [z1] > 0.

Suponemos que se cumple A(m — 1) y probemos A(m). Sean x1,...,z,, € X. Gracias a
la Proposicion 6, podemos suponer que z; < x5 < --- < x,,. Entonces
ry 1 1 ... Ty
Ty T2 X2 ... T3
Gr(x1,...,xm) = |T1 T2 T3 ... T3
ry T2 T3 ... Ty

Podemos descomponer esta matriz de la siguiente manera:
GK(JTl,...,ZL‘m) =2 1me—|—diag(01X1,B), (1)

donde B es de la forma

To — 1 X2 — X1 ... Tm— 1

o —21 X3—T1 ... X3—T1
B =

To —T1 X3 — X1 ... Tm— 1

De manera més formal,

B_ m—-1 , m—1
= [xml'n{r-f—l,s-i-l} — x1:| rs=1 [mln{xr+1 — X1, Ls4+1 — xl}:| rs=1
= GK([EQ —X1,T3 — T1y... Ly — l'1>.

Por la hip6tesis de inducciéon A(m — 1), tenemos que B > 0. Luego de la férmula (1) se
sigue que G (z1,...,2y) > 0. ]
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Por el teorema de Moore—-Aronszajn, esta definido el EHNR Hg sobre el dominio [0, +00)
tal que su nucleo reproductor es K(z,y) := min{z,y}. Por ahora, no vamos a describir
este espacio. Solamente daremos un ejemplo de elementos de este espacio.

8 Ejemplo. Sean y1,vs,...,ym > 0talesque y; < yo < ... < yp, ysean ai,ag, ..., 0, €

C. Pongamos
f= Z ;K.
j=1

Notemos que si 0 < x <y, entonces
K,(x)=z, Ky,(@)=z, Ky =z ... K, (v)=u=x

Por lo tanto, si 0 < x < y;, entonces

fz) = (Z ozj> x.
j=1
Ahora suponemos que y; < x < 5. Entonces

Ky1(x) = Y1, Kyz(x) =, Ky3<x> =, "'7Kym(x) =T

Pol lo tanto, si y; < x <y, entonces

ﬂ@zmw+<zﬁox

En general, si y,—1 < x < y,, entonces

q—1 m
j=1 i=q
Notemos que f es continua y lineal a trozos.

9 Ejercicio. Sea f: [0,4+0c0) — C una funcién continua y lineal a trozos, con un nimero
finito de “nodos”. Demostrar que f € Hg.
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