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© Introduccién



Objetivo

Estudiar la situacién cuando el niicleo reproductor se representa como

K(x,y) =D bi(x)bi(y)-
j=1



Prerrequisitos

@ Marcos de Parseval.

@ Criterio de pertenencia de una funcién al EHNR dado.
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© Una suma finita de productos es un niicleo



Repaso: una suma finita de productos es un nicleo

Proposicién
Sea X un conjunto, sea J un conjunto finito y sea (b;);jcs € (CX)’. Definimos L: X2 — C,
L(x,y) = Z bj(x)b;(y)-
jed

Entonces L es un nicleo.
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Segunda demostracion

Sean x1,...,xm € X. Pongamos x := (x1, ..., Xm)-
Para cada j en {1,...,n}, pongamos v; := [bj(xs)];":l.
Calculemos la matriz de Gram Gy (xi, ..., Xm).

GL(X)r,s = L(xr, xs) = Z bj(Xr)m = Z(VJ

jeJ jed
Por lo tanto,
_ *
GL(x) =y vi v

Esta matriz es positiva, por ser una suma de matrices positivas.
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© EHNR con niicleo representado como una suma finita de productos



EHNR con nicleo representado como una suma finita de productos
La siguiente proposicién es una variante del teorema de Papadakis.
Proposicién

Sean X un conjunto y H un EHNR sobre X. Denotamos por K el niicleo reproductor de H.
Mas adin, supongamos que by, ..., b, € CX y para cada x,y en X

K(x,y) =D bi(x)bj(y).
j=1

Entonces:
1) b1,...,bs € H,
2) (bj)f—1 es un marco de Parseval para H,

3) H=lin(by, ..., bn).
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Demostracién: by,.... b, € H

Seape{l,...,n}.

Consideremos la funcién

L(x,y) = K(x,y) — bp(x)bp(y).

En otras palabras,

L(x,y) = > bi(x)bi(y).
J€{1,...,n}\{p}

Por la proposicién anterior aplicada con J = {1,...,n} \ {p}, L es un nicleo.

Por el criterio de pertenencia de una funcién al EHNR, concluimos que b, € H.
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Demostracion: (b, ..., b,) es un marco de Parseval

Seaf € H.

Para cada y en H, por la propiedad reproductora,
n n
fly) = (f,Ky) = <f7 > bi(y) bj> =Y bily)(f, b)) =
j=1 j=1

Por lo tanto,
n

f= Z(fv bj> bj.

Jj=1

Esto significa que (b;)7_; es un marco de Parseval para H.
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Demostracién: H = lin(by, ..., by)

Hemos mostrado que para cada f en H,
f= Z(fv bj> bj.
j=1
Por lo tanto,

H Clin(by, ..., bp).
Por otro lado, hemos mostrado que by, ..., b, € H. Esto implica que

lin(by, ..., by) C H.
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@ El caso de una lista de funciones linealmente independiente



Repaso: jcuando un marco de Parseval finito es una base ortonormal?

Proposicién

Sea H un espacio de Hilbert y sean by,..., b, € H tales que:
@ (b1,...,bn) es un marco de Parseval para H,
@ (by,...,b,) es linealmente independiente.

Entonces (b, ..., b,) es una base ortonormal para H.




El caso de una lista de funciones linealmente independiente

Corolario

Sea X un conjunto y sea y H un EHNR sobre X.
Denotemos por K el niicleo reproductor de H.
Supongamos que

e by,..., b, eCX,

o lalista (b1,..., bs) es linealmente independiente,

@ para cada x,y en X,

K(x,y) = > bi(x)b;(y).
j=1

Entonces (b1, ..., b,) es una base ortonormal de H.
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