Ntcleos que se representan como
ciertas sumas finitas de productos

1 Proposicién. Sea X un conjunto, sea J un conjunto finito y sea (b;);e; una familia
cuyos elementos pertenecen a CX. Pongamos

L(z,y) =Y _bi(x)b;(y).

jeJ
Entonces L es un nicleo.
Primera demostracion. Sean x1,...,x, € X, ay,...,qa, € C. Entonces
m m m m 2
Z a, asL(z,, xs) = Z (Zoﬂy(%)) (Z ozsbj(xs)> = Z Za_Tbj(acr) >0. O
r,s=1 jeJ \r=1 s=1 jeJ |r=1
Sequnda demostracion. Calcular la matriz de Gram Gp(xq,...,ZTy,). O

La siguiente proposicion es una variante del teorema de Papadakis.

2 Proposicion. Sean X un conjunto y H un EHNR sobre X . Denotamos por K el nicleo
reproductor de H. Mds aiin, supongamos que by, ...,b, € CX y para cada x,y en X

K(x,y) = Z bi(2)b;(y).

En otras palabras,

K, = bi{y)b;.
j=1
Entonces:
1) by,...,b, € H,
2) (bj)j=, es un marco de Parseval para H,

3) H=10(by,... by).
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Demostracion. 1. Sea p € {1,...,n}. Consideremos la funcién

L(ajay) = K($7y> - bp(x)bp(—y)v

esto es,

Lix,y)= Y b(@)b(y).
J€{1,.,n}\{p}
Por la Proposiciéon 1, L es un nicleo. Por el criterio de pertenencia de una funcién al
EHNR, concluimos que b, € H.

2. Sea f € H. Entonces para cada y en H tenemos que

fy) =(f. Ky) = <f,Zij> = i) (£,0;) =D (£, b;(w).
j=1 Jj=1
Por lo tanto,
=Y (f.0)0b; (1)
j=1
Esto significa que (b;)7_; es un marco de Parseval para H.

3. De (1) se sigue que H C £(by,...,b,). La contencién reciproca se sigue del inciso 1. [

3 Proposicién. Sea H un espacio de Hilbert y sean by, ..., b, € H tales que (by,...,by,)
es un marco de Parseval para H. Supongamos que la lista (by,...,b,) es linealmente
independiente. Entonces (by,...,b,) es una base ortonormal para H.

Demostracion. Por la definicién (o criterio) del marco de Parseval, para cada f en H
tenemos que

F = {f0)b;
j=1

Esto implica que H = {(by,...,b,).

Mostremos que la lista (b, ...,b,) es ortonormal. Denotemos por P la matriz de Gram
de la lista (by,...,by):
P :=G(b,...,by),

esto es,
pP= |:<b57br>:|r7s:1'
Como (by,...,b,) es un marco de Parseval, para cada s en {1,...,n} obtenemos

n

by =Y (bs,b;)b;.

Jj=1
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Por lo tanto, para cada r,s en {1,...,n},

pr,s = <b57br> = <i<bs7b bjab > Z bs7b b]?bT> = ipr,spj,s
j=1 j=1

Jj=1

Hemos mostrado que P? = P. Como (b, ...,b,) es una lista linealmente independiente,
P es invertible. Por lo tanto, P = I,,. O

4 Corolario. Sean X un conjunto y H un EHNR sobre X. Denotemos por K el nicleo
reproductor de H. Supongamos que by, ..., b, € CX, la lista (by,...,b,) es linealmente
dependiente, y para cada x,y en X

,y) = Z bj(2)b;(y)

Entonces (by,...,b,) es una base ortonormal de H.

5 Observacion. En las condiciones del Corolario, demostremos de manera directa que
bi,...,b, € H. Como las funciones b,...,b, son linealmente independientes, existen
x1,...,T, € X tales que la matriz

[br(@)] 7oy

es invertible. También es invertible su matriz transpuesta conjugada. Denotemos por ()
su inversa. Entonces para cada r, s en {1,...,n},

ZQT‘S s = r,'-

Luego para cada r en {1,...,n}
Z Qr,stS = Z Z Qr,sbj(xs) bj = Z ( Qr,sbj(xs)> bj = Z 57“,jbj = br~
s=1 s=1 j=1 j=1 s=1 j=1

Hemos mostrado que b, € ¢(K,,,...,K,,) C H.
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