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Plan

© Introduccién



Objetivo

Sea A€ Mp(C) tal que A>0, yseav e C".

Vamos a demostrar una condicién necesaria y suficiente para que v € im(A).



Prerrequisitos

Matrices positivas.
@ El producto diadico de dos vectores.

@ La proyeccién ortogonal.

El teorema sobre el complemento ortogonal de la imagen.



Repaso: definicion de matriz positiva

Sea A € M,(C). Se escribe A >0, si

Vx € C" (Ax,x) > 0.
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Repaso: definicion de matriz positiva

Sea A € Mp(C). Se escribe A > 0, si

Vx € C" (Ax,x) > 0.

La expresién (Ax, x) también se escribe como x*A x.

Otra definicién equivalente:

A>0 = dB € M,(C)

A= B"B.



Repaso: comparaciéon de matrices autoadjuntas

Sean A, B € M,(C) tales que A* = A, B* = B.



Repaso: comparaciéon de matrices autoadjuntas

Sean A, B € M,(C) tales que A* = A, B* = B.
Se escribe A< B,si B—A>0.



Repaso: comparaciéon de matrices autoadjuntas

Sean A, B € M,(C) tales que A* = A, B* = B.
Se escribe A< B,si B—A>0.

Es facil ver que

A<B = Vx e C" (Ax, x)

IA

(Bx, x).



Repaso: el producto diddico de dos vectores

Dados a, b € C",
a1

ab* = 2
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@ La forma sesquilineal asociada a un producto diadico



La forma sesquilineal asociada a un producto diddico

Proposicién
Sean a, b € C". Pongamos

S =ab".

Entonces para cada x, y en C”

(Sx,y) = (x,b)(a,y).




Demostracion

(Sx,y)



Demostracion

<SX>Y> =



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx



Demostracion
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Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.



Demostracion
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Demostracion
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Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), ac



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* 6-/\/ll><n((c)7 aeMnXl((C)a



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

_y* €M1><n((C), aeMnx]_((C), b* S



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mlxn((c)a ac Mnxl((c)a b* S Man(C)a



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x €



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).

Como la multiplicacién de matrices es asociativa,

y*(ab®)x



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).

Como la multiplicacién de matrices es asociativa,

y*(ab")x =



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).

Como la multiplicacién de matrices es asociativa,

y*(ab")x = (y*a) (b"x)



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Mixn(C), a € Mpx1(C), b* € M1xn(C), x € Mpx1(C).

Como la multiplicacién de matrices es asociativa,

y*(ab*)x = (y"a) (b"x) =



Demostracion

(Sx,y)=y"Sx=y"(ab")x.

En la Gltima expresidon tenemos el producto de 4 matrices:

y* € Man(C)a ac Mnxl((c)a b* S Mlxn(c)a

Como la multiplicacién de matrices es asociativa,

y'(ab")x = (y"a) (b"x) = (a,y) (x, b).

X € Mn)(]_((c).



La forma cuadratica asociada a un “cuadrado diadico”

Hemos demostrado que
((ab™)x, y) = (x,b) (a,y).



La forma cuadratica asociada a un “cuadrado diadico”

Hemos demostrado que
((ab")x, y) = (x, b)(a,y).

Corolario
Sean a,x € C". Entonces

((aa*) x, x) = (x,a) (a,x) = |(x, a)|*.
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Criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva

Proposicién
Sea A€ Mp(C) tal que A>0, y sea v e C".

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) v €im(A);
(b) 3c>0 vv*<cA




Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.
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Demostracién, (a)=-(b)
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c = (v,u)



Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

c:=(v,u)y =



Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au, u)



Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

c = (v,u) = (Au,u) =



Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au, u) = (B*Bu, u)



Demostracién, (a)=-(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu,u) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu)



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = HBu||2



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = HBu||2 >



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = HBu||2 > 0.



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.

¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = HBu||2 > 0.

Sea x € C",



Demostracién, (a)=(b)
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Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
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Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv)x,x) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv)x,x) = (v, )|



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv)x,x) = {v,x)|* =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv*)x,x) = (v, x)[* = |(B"Bu, x)|”



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv¥*)x, x) = |(v,x)|? = |(B*Bu, x)|? =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv)x,x) = {v,x)|* = |{B"Bu,x)|* = |(Bu, Bx)|”



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv)x,x) = (v, x)|? = [(B*Bu, x)|* = [(Bu, Bx)|* <



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv*)x,x) = [(v, x)[* = [(B"Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx|[*



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).

((vv*)x,x) = (v, x)[* = |(B"Bu, x)|* = [(Bu, Bx)|* < || Bul]® || Bx||* <



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,
(c Ax, x)



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,
(c Ax,x) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,
(c Ax,x) = ¢ (B*Bx, x)



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,

(c Ax,x) = c(B*Bx,x) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,

(c Ax,x) = ¢ (B*Bx, x) = ¢ (Bx, Bx)



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,

(c Ax,x) = ¢ (B*Bx, x) = ¢ (Bx, Bx) =



Demostracién, (a)=(b)

Como A > 0, encontramos B € M,(C) tal que A = B*B.

Supongamos que v € im(A). Sea u € C" tal que v = Au.
¢ = (v,u) = (Au,u) = (B*Bu, u) = (Bu, Bu) = ||Bul||?> > 0.
Sea x € C".  Queremos mostrar que  ((v v*)x,x) < (c Ax, x).
{(vv)x,x) = [{v,x)|* = [(B*Bu, x)|* = |(Bu, Bx)|* < || Bul|* || Bx||* < c||Bx]|*.

Por otro lado,

(c Ax,x) = ¢ (B*Bx, x) = ¢ (Bx, Bx) = c||Bx||>.



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,,.



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

&



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

Iz|* =



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

Izl = {y,2) +(z,2)
g



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

121> = (y,2) +(z,2) =
g



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

21 = (y,2) +(z,2) = {y + 2,2)
g



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = (y,2) +(z,2) =y + 2,2) =
g



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)L = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:

Iz*



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:

Iz]1* =



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:

Iz1* = 1{v, 2)[?



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:

lz|* = (v, 2)[* =



Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que

212 = {y,2) +(z,2) =y + 2,2) = (v, 2).
g

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:
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Demostracién, (b)=(a)

Como A* = A, tenemos que im(A)+ = ker(A*) = ker(A).

Descomponemos v como v =y +z, dondey € im(A), z € ker(A).

Queremos mostrar que z = 0,. Notamos que
121> = {y,2) +(z,2) = {y + z,2) = (v, 2).
0

Aplicamos férmula para ((v v*)z, z) y la suposicién v v* < c A:
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Proposicién
Sea A€ Mp(C) tal que A >0y sea v € im(A).
Supongamos que u € C" tal que v = Au.

Entonces
0<(v,u)=min{ceR: vv* <cA}.
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Supongamos que u € C" tal que v = Au.

Entonces
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En la demostracién de la proposicién ya vimos que

(v,u) € {ceR: vv* <cA}.
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Notamos que

(v,u) = (Au,u) > 0.

Supongamos que c¢>0 y vv*<cA.  Entonces

(v,u)? = (v, u>]2 = ((vv)u,u) <{(cAu,u) =c{v,u).

De aqui se sigue que (v, u) < c¢
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