Criterio para que una funcién
sea elemento del EHNR

Objetivos. Dado un EHNR H, obtener una descripcion de los elementos de H.

Prerrequisitos. Interpolacion en EHNR, convergencia de redes, descripciéon de la imagen
de una matriz positiva.

En este tema suponemos que X es un conjunto y H < CX es un EHNR. Denotamos por
K el nicleo reproductor de H.

Para cada Y C X, denotamos por Hy el subespacio cerrado generado por
{K,: yeY}.

Denotamos por Py la proyecciéon ortogonal sobre Hy .

1 Definicién. Denotamos por Fyx al conjunto de los subconjuntos finitos de X. Consi-
deramos Fx como un conjunto parcialmente ordenado, con la relacién C.

2 Observacién. Si Fi, Fy € Fx, entonces
FUF, € Fx, L C FiUF, F, C Iy U .

Por lo tanto, Fx es un conjunto dirigido.

3 Proposicién (aproximacién de elementos de EHNR por redes, repaso). Sea g € H.
Entonces la red (Pyg)yer, converge a g.

4 Teorema (criterio de que el problema de interpolacién tiene solucién en EHNR, re-
paso). Sean m € X, xy,...,x,, puntos diferentes a pares, vi,...,v, € C. Denotamos
{z1,..., 2} porY. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe f en H tal que f interpola (z,v);

(b) v €im(Gg(x));

(c) existe a € C™ tal que la funcion g = Z;”Zl a; K, interpola (x,v).
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Mads atin, si se cumplen las condiciones (a), (b), (c) y v = Gg(z)u, entonces

(v,u) = [lglI* < I

5 Proposicién (criterio de pertenencia a la imagen de una matriz positiva, repaso).
Sean A € M, (C) tal que A > 0 y sea v € C". Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) v € im(A),
(b) existe ¢ > 0 tal que vv* < c A.
Mas ain, si u € C" y v = Au, entonces
0< (v,u) =min{ceR: vv* <cA}.
6 Teorema (descripcién de las funciones pertenecientes al EHNR). Sean X un conjunto,

H un EHNR sobre X, K el nicleo reproductor de H, f € CX. Entonces las siquientes
condiciones son equivalentes:

(a) f € H;

(b) existe ¢ > 0 tal que (x,y) — ¢ K(z,y) — f(z)f(y) es un nicleo;

(c¢) existe ¢ > 0 tal que para cada m en N y cada x1, ..., 2, en X, existe g € H tal que
lgll < cy f(z;) = g(z;) para cada j en {1,...,m}.

Demostracién. (a)=-(b). Pongamos ¢ = || f||. Definimos L: X? — C,

L(I7y) = C2 K(I7y) - f(x)m

Sean m € N, xq,...,2, € X. Queremos mostrar que Gy(z) > 0. Para cada j en
{1,...,m} pongamos

v; = f(,l?])
Calculemos las componentes de G, (x):

Gp(7)s = L(2,,15) = K (2,,7,) — f(xr)m

=K (z,,15) — 0,705 = (G (1) — v0),,.

Hemos mostrado que

Gr(r) = PGk (x) — vv*.
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Como la funcién f interpola (z,v), por el Teorema 4 concluimos que v € im(Gg(x)). Sea
u € C™ tal que v = Gk (z)u. Entonces

(v,u) < |IfII* ="

Por la Proposicién 5,
vv* < (v, u) Gi(z) < & Gi(a).

En otras palabras, G (z) = ¢*Gg(z) — vv* > 0.
(b)=(c). Sean m € N, z1,...,x,,. La condicién (b) significa que
[02 K(z,,x5) — f(x,) f(:ps)] > 0.

Pongamos v = [f(xr)]lnzl Por la Proposicién 5, v € im(Gg(x)). Por el Teorema 4, existe
a € C" tal que la funcion
g = Z Oéijj
j=1

interpola (z,v). Luego
lgll* = (v, a) < .

(c)=(a). Supongamos que se cumple la condicién (c). Por la suposicién, para cada F' en
Fx existe hp en H tal que ||hp| < cy hp(xz) = f(x) para cada x en F. Sea gr = Pp(hr).
Entonces gp(z) = hp(z) = f(x) para cada z en F y ||gr|| < ||hre|| < c.

Vamos a mostrar que la red (gr)rer, es de Cauchy y converge a la funcién f. Sea

M = sup ||gr|-
FeFx

Sabemos que M < ¢ < +oo. Sea € > 0. Encontramos Fy en Fy tal que |gg,|| > M — &%
Para cada F' en Fx con Fy C F, tenemos que Pp,(gr) = gr,. Por eso

(9F — 9ry» 9ry) = 0.
Luego, por la identidad de Pitagoras,
lgell* = llgr = grI* + lgr|I* = llgr ]I,
asi que

M — e < |lgr |l < llgrll < M

lgrll = llgr, || < €.

Por lo tanto,

lgr = g |I” = llgrll* = lgnll* = (llgrll + lgrll) (lgrll = llgm II) < 2Me
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v lgr — 9rll < V2Me.
Si Fl,FQ € Fx y FO - Fl, FO - FQ, entonces
lgr — 9m |l < llgm — grll + l9m — 9m|| < 2V2Me.

Como ¢ es arbitrario, hemos mostrado que la red (gr)recr, es de Cauchy.

El espacio H es completo, por eso existe una funcion u € H que es el limite de esta red.
Sabemos que la convergencia en H implica la convergencia puntual, asi que para cada x
en X tenemos que

A gp(z) = u().

Por otro lado, dado t en X, para cada F' en Fx con {t} C F tenemos que gp(t) = f(t).
Por lo tanto,

A gr(t) = f(2).

Hemos demostrado que u = f. Luego f € H. Notemos que f = limper, gr. Como la
norma en H es una funcién continua, ||f]| < c. O

7 Observacion. Podemos demostrar de manera directa que en el Teorema 6 la condi-
cién (a) implica la condicién (b) con ¢ = || f||. Supongamos que f € H. Sean m € N,
T1,...,%, € X. Sean ay,...,q,, € C,

m

g = Z a; Ky,

j=1

Entonces
(f.9) = <f, Zaszj> => aj f(z;)
j=1 J=1
Yy
lglI” = <Z a K, Y o er> = WKy, (v) = Y K (2, 7).
s=1 r=1 r,s=1 r,s=1
Luego
m m 2 m
__ _ 2 _
S o @auf(a) flz) =D @ K| = (£ < IFAIPIgI* = IF1? D oK (z,, ).
r,s=1 r=1 r,s=1

Hemos mostrado que

> @a (IfIP K ) — fla) fla)) 2 0.

r,s=1
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8 Proposicién. En las condiciones del Teorema 6, si f € H, entonces || f|| es el minimo
niumero ¢ que satisface las desigualdades en (b) y (c).

Demostracion. Si f € H, entonces la condicién (b) se cumple con ¢ = || f||. También hemos
mostrado que si ¢ satisface (b), entonces ¢ satisface (c). Finalmente, hemos mostrado que
si se cumple (c), entonces || f|| < ¢. Concluimos que || f|| es el minimo valor de ¢ para que
se cumplan (b) y (c). O
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