El EHNR inducido por el producto interno

1 Proposicién. Sea V' un espacio de Hilbert. Definimos K: V? — C,

K(z,y) = (x,y)v.

Entonces K es un nucleo, y el EHNR correspondiente es el espacio dual V*.

Demostracion. 1. Mostremos que K es un nucleo. Sean m € N, x1,...,z,, € V. Entonces

Gr(T1,...,x,) = [(xr,xs)}

m
r,s=1

Es la matriz de Gram de la lista de vectores 1, . .., x,,. Por lo tanto, Gk (x1,...,z,) > 0.

2. Definimos ®: V' — V*,

O(y)(x) = (x,y).
Por el teorema de Riesz—Fréchet, ® es un isomorfismo conjugado isométrico de espacios
normados.

3. Mostremos de manera directa que V* es un espacio de Hilbert. Definimos
(f,9)v- = (27 (g9), 2" (f))v.
Es facil ver que (-, )y« es un producto interno. Méas atn,
V(@(2), 2(2))v- = V/(z,2)v = |l2]lv = | @(2)]

En otras palabras, la norma inducida por (-, )y« coincide con la norma usual en V*.
Sabemos que V* es completo respecto a esta norma.

V.

4. Mostremos de manera directa que K es el nicleo reproductor de V*. Sea f € V*.
Pongamos y := ®~!(f). Entonces para cada x en V tenemos

fx) = @(y)(x) = (x,y)v = K(z,y) = K,(z).

Concluimos que f = K, y que se cumple la propiedad reproductora. O

2 Ejercicio. Sea V un espacio de Hilbert. Definimos K: V2 — C,

K(z,y) = (y,x)v.

Mostrar que K es un nicleo. Denotemos el EHNR correspondiente por Hy. Mostrar que
la funcién ¥: V — Hy,
V(y) = K,,

es un isomorfismo isométrico de espacios de Hilbert.
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