El espacio de Hilbert con niicleo reproductor
inducido por una matriz estrictamente positiva

Objetivos. Dada una matriz estrictamente positiva P de orden n, estudiamos el espacio
de Hilbert sobre el dominio {1,...,n} con nicleo K(r,s) := P, ;.

Prerrequisitos. Matrices estrictamente positivas, espacios de Hilbert con ntcleo repro-
ductor, el teorema de Moore-Aronszajn.

En este tema suponemos que P € M,,(C) y P > 0, esto es,
VEeC\{0,} (P& >0.

Pongamos X = {1,...,n}. Identificamos CX con C". Definimos K: X? — C mediante
la regla
K(r,s) =P,

En otras palabras, K se obtiene de la matriz P al tratarla como una funcién de dos
argumentos (el indice del renglén y el indice de la columna).

En este tema denotemos por H al espacio de Hilbert con ntcleo reproductor K. La
existencia y unicidad de H se garantizan por el teorema de Moore—Aronszajn.

1 Proposicién. Sea P € M,,(C) tal que P > 0. Entonces existe una matriz Q en M, (C)
tal que Q@ >0 y Q* = P.

Demostracion. Usemos la descomposicion espectral de la matriz P. Como P es una ma-
triz estrictamente positiva, existe una matriz unitaria U y una lista de ntimeros A =
(A, ..., A\n) tales que Aq, ..., A, >0y

P = U diag(\)U™.

Definimos p = (p1, . . ., pn) mediante la regla p;, = \/A;. Aqui usamos las raices cuadradas
positivas de nimeros positivos. Es facil ver que p ® p = A, donde ® denota el producto
por componentes de dos vectores:

pOp=[VA VAL = Nl =2

Por las propiedades de las matrices diagonales, esto implica que diag(p)? = diag()\).
Pongamos
Q) = U diag(p)U~".

Entonces Q* = Q y Sp(Q) = {p1,-.-,pn} C [0,+00), asi que @ > 0. Finalmente,
Q* = U diag(p)U*U diag(p)U* = U diag(\)U* = P. O
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2 Observacion. Se puede demostrar que para cada P > 0 existe una unica matriz ) tal
que Q >0y Q? = P. Esta matriz Q se denota por P/2.

3 Proposicién. Sea P € M,,(C) tal que P > 0. Pongamos X = {1,...,n} y definimos
K: X% — C mediante la regla
K(r,s) =P,

Denotemos por H al espacio de Hilbert con nicleo reproductor K. Entonces H es el espacio
C™ con el producto interno

<CL, b>H = <P_1aa b>
Demostracion. Para cada s en X, la funcion K, esta definida mediante la regla

K (r)=K(r,s) = P,.

La funcién K, se puede identificar con el vector

[Prs)i_s

es decir, con la s-ésima columna de la matriz P. Por la suposicion, la matriz P es inver-
tible. Esto implica que las columnas de la matriz P generan a todo el espacio C". Como
Ky,...,K, € H, concluimos que H = C".

Notamos que si x € C", entonces

n n
E ZL‘jKj = E l‘jP*J' = Pzx.
j=1 Jj=1

Dados a,b en H, pongamos z := P~ 'a, y := P~'b. Entonces

<Cl, b)H = <Z xsKsa Z err>
s=1 r=1

= 5(Px), = (Pxz,y) = (P"'Pa, P'b) = (a, P7'b) = (P""a,b). O

Z Ex5<K5, KT>H = Z EmsPr,s

H r,s=1 r,s=1

4 Corolario. Supongamos que se cumplen las suposiciones de la Proposicion 3. Sea () €
M, (C) tal que Q > 0 y P = Q*. Definimos T: C* — H mediante la regla T(x) == Q.
Entonces T es un isomorfismo isométrico de espacios de Hilbert.

Demostracion. En efecto, para cada z, y en C",

<T$,Ty>H = <Qxa Qy>H - <any>H = <P_1PZL‘,y> = <l’,y> U
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